
第 1 章 密度泛函与 CASTEP 理论方法 

1.1 引言 

在理论上最具有诱惑力，且将来最有可能开展真正意义上的材料设计的计算 

就是求解体系的 Schrődinger 方程，也就是计算材料学中的第一原理计算。因为从 

物理上讲第一原理计算有着完善的理论基础， 在求解体系 Schrődinger 方程的过程 

中不涉及任何经验参数，需要输入的只是原子的核电荷数和一些模拟环境参量。 

计算所求得的结果是体系 Schrődinger 方程的本征值和本征函数（波函数），有了 

这两项结果从理论上讲就可以推导出体系的所有特性，如力学、电学、光学及磁 

学等性质。随着计算机速度和精度的逐渐提高，再加上计算模型的不断改进，计 

算模拟的结果就会和实验结果之间有着更好的可比性，从而增加计算模拟工作的 

可靠性。 

1.2 多粒子体系的 Schrődinger 方程 [1] 

多粒子体系的 Schrődinger 方程表达式为： 
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当体系的势场 U 与时间无关时，上面的 Schrődinger 方程的解可以用分离变量法
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进行简化。同时它的解也满足简化的 Schrődinger 方程，即定态 Schrődinger 方程： 
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对于多粒子体系，上述方程从数学上仍不能求解。为了求上述多粒子体系的 

定态 Schrődinger 方程的解，必须在物理模型上作一系列的简化。分子轨道理论在 

这方面作了三个近似处理 [2] ，即引入了非相对论近似、Born­Oppenheimer 近似和 

轨道近似。 

1.2.1  非相对论近似 

电子在原子核附近运动但又不被原子核俘获，必须保持很高的运动速度。根 

据相对论，此时电子的质量 μ 不是一个常数，而是由电子运动速度 ν，光速 c 和 

电子静止质量 μ0 共同来决定： 
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用原子单位表示的多粒子体系定态 Schrődinger 方程为： 
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上述方程把电子的质量视为其静止质量 μ0，这仅在非相对论条件下才成立。 

式（1.4）中，p 和 q标记原子核，Rpq 为核 p和核 q 间的距离，Zp 和 Zq 分别为核 p 

和核 q 所带的电荷，Mp 为核 p 的质量，用 i 和 k 标记电子，rik 为电子 i 和电子 k 

间的距离，rip 为核 p 和电子 i 间的距离。 

1.2.2    Born­Oppenheimer近似 

由于体系中原子核的质量比电子大 10 3 到 10 5 倍， 因而电子运动速度比原子核 

要快得多。当核间发生一微小运动时，迅速运动的电子都能立即进行调整，建立
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起与变化后核力场相应的运动状态。这意味着，在任一确定的核的排布下，电子 

都有相应的运动状态；同时，核间的相对运动可视为电子运动的平均作用结果。 

据此， Born和 Oppenheimer 处理了体系的定态 Schrődinger 方程，使核运动和电子 

运动分离开来，这就是  Born­Oppenheimer 近似。用  ( , ) V r R  代表方程式（1.5）中 

的势能项： 
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分离变量后得到的电子运动方程为： 
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原子核的运动方程为： 
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1.2.3  轨道近似 

对于多电子体系， 上述简化后的定态 Schrődinger 方程仍然不可能严格求解， 

原因是多电子势函数中包含了如  1 
ik r 
− 形式的电子间排斥作用算符，不能分离变 

量。因而近似求解多电子的 Schrődinger 方程还需要引入分子轨道法的第三个基 

本近似——轨道近似，就是把 N 个电子体系的总波函数写成 N 个单电子波函数 

的乘积： 

1 2 1 2 2 ( , , ) ( ) ( ) ( ) N i N N x x x x x x Ψ ψ ψ ψ = L L （1.8） 

其中每一个单电子波函数 ψi(xi)只与一个电子的坐标 xi 有关。 这个近似隐含的 

物理模型是一种“独立电子模型” ，有时又称为“单电子近似” 。用上式乘积波函 

数描述多电子体系状态时，须使其反对称化，写成  Slater 行列式，以满足电子的 

费米子特性，即：
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根据数学完备集理论，体系状态波函数 ψ 应该是无限个 Slater 行列式波函数 

的线性组合，即把式（1.9）中的单个行列式波函数记为 Dp，则有： 

p p 
p 
c D Ψ = ∑ （1.10） 

理论上，只要 Slater 行列式波函数个数取得足够多，通过变分处理就一定能 

得到 Born­Oppenheimer 近似下的任意精确的能级和波函数。这个方法最大的优点 

就是计算结果的精确性，它是严格意义上的从头算（ab­initio）方法。但它也存在 

着现在还难以克服的困难， 即此计算方法的计算量随着电子数的增多呈指数增加。 

因此，这种计算对计算机的内存大小和 CPU的运算速度有非常苛刻的要求，它使 

得对较多电子数的计算变得不可能，如含有过渡元素或重金属元素体系的计算。 

一般此方法多用于轻元素的计算，如 C、H、O、N 等，因而多用于量子化学计算。 

这在很大程度上也是导致密度泛函理论产生的原因。 

1.3 密度泛函理论 [3-5] 

对于一个实际体系来说， 一个多电子体系的定态 Schrődinger 方程如式 （1.1）。 

在解这个多电子体系的  Schrődinger 方程的过程中遇到的最大困难就是求解电子 

间重迭积分，即考察单个电子与其他电子间的相互作用，它的计算量令现在的计 

算机难以承受。而密度泛函理论则视体系的多电子为电子气，在不同的区域具有 

不同的密度，并可用一个公式来表述。进而上述多电子体系的 Schrődinger 方程被 

简化为单电子的 Schrődinger 方程，从而使得求解变成可能。上述公式的引入也就 

是第一原理计算的近似所在，因而形成相对意义上的从头算（ab­initio）方法。它
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用密度泛函近似代替了先前的轨道近似，这种近似在计算中不能改善和消除，而 

严格意义上的从头算方法中的轨道近似可以通过增加行列式的个数得到改善。在 

Hohenberg­Kohn密度泛函理论（DFT） [6] 的基础上产生了著名的 Kohn­Sham方程 [7] 

（文献[8]，[9]对密度泛函理论作了开创性工作） ，即在密度泛函理论框架下的定 

态 Schrődinger 方程： 
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式中 vext 是原子核产生的外势，vH 是来源于电子密度的 Hartree势， 
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剩下依赖于密度的电子的多体效应可以通过 vxc 势或一函数的导数来表示， 
[ ] 
( ) 
xc 
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v 
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δ ρ 
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= （1.13） 

其中交换相关能 Exc 是电子密度  ρ(r)的泛函，但是其表达式不能被确定。Exc 的物 

理意义在原理上是很简单的，即：当一个电子在一个多电子系统之间有交互关联 

作用，如两个电子在同一时刻不能占据同一位置，从而产生交换相关能 Exc，最简 

单的近似就是认为像在 Thomas­Fermi 理论中一样，Exc 仅与系统的体积有关，而 

与电子密度的波动无关。事实证明它是一个比较粗糙的模型，它仅对电子密度波 

动不大的系统适用。一个较好的近似就是构造一个函数，使得  Exc 不仅依赖于电 

子密度 ρ(r)， 而且依赖于它的导数。 于是就出现了下面几种最为常见的泛函表达式。 

1.3.1  局域密度近似（LDA） [10­15] 

在局域密度近似下的交换关联能的表达式为： 

[ ] d ( )[ ( ( )) ( ( ))] d ( ) [ ( )] LDA 
xc x c xc E r r e r e r r r r ρ ρ ρ ρ ρ ε ρ = + = ∫ ∫ （1.14） 

此式假定体系是无极化的电子气系统，式中 ex 和 ec 代表每个电子的交换能和 

相关能。它们有明确的表达式。
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1.3.2  自旋极化局域密度近似（LSD） [15] 

在自旋极化局域密度近似下的交换关联能的表达式为： 
3 [ , ] d ( )[ ( ( )) ( ( )) ( ( ), ( ))] LSD 

xc x c s E r r e r f r e r r r ρ ρ ρ ρ ς ς ↑ ↓ = + ∫ （1.15） 

式（1.15）中，ex 和 ec 与 LDA中的意义相同。其中 
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1.3.3  广义梯度近似（GGA） [16­27] 

在 GGA近似中，相关积分函数采用的表达式为： 
3 [ , ] d [ ( , ) ( , , )] GGA 

c c s s E r e r H r t ρ ρ ρ ζ ζ ↑ ↓ = + ∫ （1.21） 
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式中的常数  0.066725 β = ，  0.03191 γ = 。 

交换函数关联能采用的表达式为： 
3 [ ] d ( ) (s) x x x E r e F ρ ρ ρ = ∫ （1.27） 

式中： 

2 1 
1 / x F  s 

κ 
κ 

µ κ 
= + − 

+ 
（1.28） 

其中，常数  0.804 κ = 和  0.21951 µ = 。 

1.4 CASTEP 理论背景及基本原理方法 

CASTEP（Cambridge Sequential Total Energy Package）为一商业软件包，始 

于剑桥大学凝聚态理论研究组开发的一系列程序。它是一个基于密度泛函方法的 

从头算量子力学程序，计算时仅需输入的是所研究体系的初始几何构型和组成原 

子的数目。在这种方法中，离子势被赝势（即只作用于系统价电子的有效势）所 

替代。电子波函数通过一平面波基组扩展，电子－电子相互作用通过密度泛函理 

论得以充分的考虑。结合赝势和平面波基组的应用，体系中所有原子上的作用力 

的计算变得极为容易。这些计算给出系统的基态能量和电子密度，允许计算与总 

能量相关的任何物理量，如：晶格常数、弹性常数、几何结构、能带结构、合金 

形成热、结合能等。它可以用于模拟固体界面和表面的性质，适用于多种材料体 

系，包括陶瓷、半导体、金属及其合金。 

1.4.1  总能量的计算 

1.4.1.1  总能表达式 

在 CASTEP 对各量的计算中，其中总能的计算是最为关键的量之一，在密度
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泛函理论框架下，CASTEP 程序计算的总能分为三个部分 [5,6] ，由下式表示 

[ ] [ ] [ ] [ ] t xc E T U E ρ ρ ρ ρ = + + （1.29） 

式中， ρ 是体系中的电荷密度，  [ ] T ρ 和  [ ] U ρ 是分别用电荷密度表征的体系的动 

能和静电能，  [ ] xc E ρ 是包含体系中所有多体效应的交换关联能。因为电荷密度是 

一个可测量，它的值可以通过构造体系波函数的方法来获得，采用轨道近似（详 

见 1.2.3 节） 把体系中 N 个电子体系的总波函数写成 N 个单电子波函数的乘积 （见 

式（1.8） ），且这些单电子波函数满足正交关系： 

i j ij φ φ δ = （1.30） 

于是利用式（1.30）可求得电荷密度的值： 
2 ( ) ( ) i 

i 
r r ρ φ = ∑ （1.31） 

由式（1.29）和式（1.31）可得到式（1.29）中各项的表达式： 
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∑∑ ∑∑ 

∑∑ 

∑ ∑∑ 
（1.33） 

式（1.33）中，Zα 表示的是 N 个原子的体系中核 α 的电荷。第一项，ρVN 表示电 

子－核之间的吸引作用；第二项，ρVe/2表示的是电子－电子之间的排斥作用；最 

后一项，  NN V  表示的是原子核－原子核之间的排斥作用。对于式（1.29）中最后 

一项交换关联部分  [ ] xc E ρ ，需要作一些近似，通常所用到的是局域密度近似 LDA 

（详见 1.3.1节）和广义梯度近似 GGA（详见 1.3.3节）。在 CASTEP 软件中，对 

局域密度近似（LDA）只提供了一种函数，即：CA­PZ [10,12,26] 。而在广义梯度近
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似（GGA）中提供了三种函数：PW91 [22] （Perdew­Wang  GGA  近似） 、PBE [23] 

（Perdew­Burke­Ernzerhof函数）和 RPBE [27] （修正的 PBE 函数） 。 

综合式（1.14）、式（1.32）和式（1.33）可得体系中总能量的表达式为： 

[ ] [ ] 
2 

1 
1 1 

( ) ( ) ( ) 
2 2 

e 
t i i xc N NN 

V r E r r V V ρ φ φ ρ ε ρ −∇   = + + + − +     
∑ （1.34） 

要得到准确的体系总能量，Et 中各变量应满足正交归一化条件： 

0 t 
ij i j 

i j 

E δ 
ε φ φ 

δρ 
− = ∑∑ （1.35） 

其中  ij ε 是 Lagrangian乘子。在求解式（1.34）的过程中，出现了一系列的方程式， 

如 Hartree 方程、Hartree­Fock（H­F）方程、Kohn­Sham（K­S）方程等。其中应 

首推在 Hobenberg­Kohn（H­K）定理下建立起来的 K­S 方程。 

1.4.1.2  K­S 方程 

Hobenberg和 Kohn [6] 在 1964 年指出： 对于一个处于外势场 V(r)中的 N 电子体 

系，外势场 V(r)和体系基态电荷密度  ) (r ρ 之间是一一对应的（可相差常数）。由于 

体系电子数 N 与电荷密度  ) (r ρ 直接联系，这样就决定了多电子 Schrődinger 方程 

解的 N 和外势场 V(r)都由电荷密度  ) (r ρ 唯一确定。这样体系的基态总能量也是密 

度  ) (r ρ 的唯一确定的泛函。随后他们又进一步证明了：在粒子总数 N 保持不变的 

约束条件下，所得到的基态密度就对应于系统的总能量泛函取最小值。这样，如 

果知道了体系能量的密度泛函表示，就可以从它的变分条件求出基态密度，进而 

得到体系基态的所有物理性质。 

随后，Kohn与 Sham又发展了此理论，于 1965 年 [6] 推出了著名的 K­S 方程： 

[ ] 
2 

2  n e xc i j i V V µ ρ φ ε φ 
  −∇   − + + =   
    

（1.36） 

为了区分输出结果  Exc，在式（1.36）中用  μxc 来表示交换关联势。在局域自 

旋密度近似下，交换关联势 μxc 可表示为：



航空高温结构材料的计算 10 

( ) xc xc µ ρε 
ρ 
∂ 

= 
∂ 

（1.37） 

求解式（1.36）中的能量的本征值，用它来表示体系的总能为： 

[ ] [ ]  1 
1 

( ) 
( ) 

2 
e 

t i xc xc NN 
i 

V r 
E r V ε ρ ε ρ µ ρ   = + − − +     

∑ （1.38） 

1.4.1.3  赝势 

至于如何处理式（1.38）中的原子核－电子的相互作用势（即： 
2 
e V ρ 
）这一 

项，CASTEP 引入了赝势理论。赝势是一种有效的虚拟的原子核－电子的相互作 

用势 [1] 。它最初是从能带计算中的正交化平面波方法所引出的一个概念，其普遍 

的定义如下：在原子球内部用一个假设的势代替真正的原子势，求解原子间空间 

的薛定谔方程式，若所得能量本征值不变（即与真实原子势的结果一样） ，则此虚 

拟的势便是赝势。由于在正交化平面波方法中出现的波函数正交项趋向于抵消真 

实势能项，从而可以给出一个有效势，此有效势比真实的晶体势弱很多，当时就 

将它称为赝势。用这个较弱的势代替薛定谔方程中的真实的势，得到一个有效波 

函数，此波函数称为赝波函数。由于赝势比真实势弱，所以赝波函数比真实波函 

数平滑，因而展开式收敛较快，但本征值不变，因此可得到正确的能谱。虽然正 

交平面波方法引出的赝势仅是赝势的一种具体形式，但通过理论证明：任何一个 

假想（或虚拟）的势场，只要它能给出原子半径  0 r 处径向波函数正确的对数微商 

Ll(E)，它就是一个赝势。由于波函数总是对应于某一确定的能量  E，所以赝势也 

是对应于某一能量  E。此外，还存在赝势的另一种表述法：由于一个势的散射特 

性完全决定于  0 r 处的对数微商  Ll(E)，而并不依赖于  0 r r < 区域中势或波函数的具 

体细节。因此可将赝势选择为方便的形式，含有可调节参数，调节这些参数已给 

出正确的散射。具体确定赝势的方法包括：①模型势法；②经验势法；③自洽势 

法。常见的模型势有空模型、Abarankov­Heine模型。研究发现，根据一组试验数
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据所确定的半经验赝势用于预测其他不同试验，时常可以得到很相符的结果。赝 

势理论已成功地用于除固体能带计算外的许多物质结构研究，甚至包括某些生物 

物质。在 CASTEP 软件中，提供了两种赝势，即：模守恒（Norm­conserving）和 

超软（Ultrasoft）赝势。 

1.4.1.4  自洽计算（SCF） 

在实际计算中，对于式（1.36）中的分子轨道（MOs）波函数  i φ 通常可以用 

扩展原子轨道（AOs）波函数的方法来获得： 

i i C µ µ 
µ 

φ χ = ∑ （1.39） 

式（1.39）中原子轨道波函数 µ χ 通常被称为原子基函数， µ i C  是 MO 扩展系数。 

目前有很多种基函数可以选择，如高斯（Gaussian）函数 [28] 、Slater 函数 [29] 、平面 

波基函数 [30,31] 、数字轨道（Numerical  Orbitals）函数等。在 CASTEP 程序包中采 

用的是平面波基函数。与 MOs 不同的是，AOs 波函数不是正交的，于是 K­S 方 

程（式（1.36） ）变为： 

HC SC ε = （1.40） 

其中，哈密顿矩阵算符 H 和 S 算子由式（1.41）和式（1.42）确定 
2 

1 1 ( ) ( ) 
2 v N e xc v H x r V V r x r µ µ µ ρ −∇ 

= − + + （1.41） 

1 1 ( ) | ( ) v v S r r µ µ χ χ = （1.42） 

因为哈密顿矩阵算符 H 依赖波函数 C，式（1.40）需要通过下面的自洽计算 

（SCF）程序来求解： 

（1）设定一组初始  i C µ 。 

（2）构造一组初始分子轨道（MOs）波函数  i φ 。 

（3）由式（1.30）构造体系的电荷密度 ρ 。 

（4）用 ρ 构造  e V 和  xc µ 。
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（5）构造  v H µ 。 

（6）解方程（1.40） ，得到一组新的  i C µ 。 

（7）由此可以求得新的  i φ 和 ρ 。 

（8）判断：如果  new old ρ ρ = ，由式（1.38）计算总能  t E ，自洽计算程序终止； 

如果  new old ρ ρ ≠ ，返回（4） 。 

一般来说，对于有机分子体系，大约只需要十多次自洽积分计算便能获得 
6 10 new old ρ ρ − − < 的收敛值；对于金属体系，则需要更多的自洽积分计算。 

1.4.1.5  超晶胞方法及周期边界条件 

在 CASTEP 中运用的基本方法是在周期性重复的单位晶胞上执行的， 这种 

单位晶胞通常被称作“超晶胞” 。假定晶胞中的晶格矢用  ai(  1,2,3 i =  )来表示， 

例如在立方晶胞中，  1  (0,1,0) a = ，  2  (0,1,0) a = ，  3  (0,0,1) a = 。则基函数必须满足 

晶体平移对称性，因此有  ( ) ( ) x r x r R µ µ = + ，式中  r  表示晶体中任意一点， 

1 1 2 2 3 3 R n a n a n a = + + ，n 为整数。为了满足这个条件，CASTEP 采用了具有晶格 

周期性的一组平面波作为周期性基组： 

, ( , ) e ( ) ik R k R x r Ψ = （1.43） 

原则上讲，要准确地描述晶胞空间，需要无穷多的 k矢和 R 矢。而实际上， 

平面波的数目由截断动能来决定，一般只需要少量的 k 空间中的点（大约 1～10 2 

个）便能准确地描述体系的能带结构。 

1.4.2  CASTEP计算输出结果 

程序计算输出的结果主要包括以下几项： 

1.4.2.1  电子密度数据 

利用输出的电子分布密度，通过 CASTEP 程序自带的相应数据处理和绘图软 

件， 可以绘制所计算的超晶胞内任意面的电子分布密度的等高线图或三维立体图，
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从而可以了解各原子间的成键、电荷转移等情况。 

1.4.2.2  超晶胞总能 

通过此项数据和各孤立原子的总能即可获得晶体的结合能，用此项数据和形 

成晶体各单位原素的固有能量可获得合金的形成热，分析合金结构的稳定性。通 

过不同晶格常数下总能曲线可以得到晶胞的平衡晶格常数。也可直接通过 

CASTEP 几何优化计算来得到体系的平衡晶格常数。 

1.4.2.3  晶体的能带结构和态密度 

通过计算晶体超晶胞的总能，可以进一步计算晶体的能带结构、晶体总态密 

度，或各组成原子的态密度和分波态密度，从而可以了解晶体的电学性质。 

1.4.2.4  弹性常数 

CASTEP 可以计算任意晶体结构的弹性常数 Cij、体弹性模量、剪切模量、泊 

松比、压缩比等，可以进一步用这些数据来分析晶体结构的稳定性和晶体的力学 

性质等。 
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