
第 2 章  一维随机变量及其分布 

本章学习目标 

 掌握随机变量及其概率分布的概念 
 掌握随机变量分布函数的概念及性质，会计算与随机变量有关事件的概率 
 掌握离散型随机变量及其概率分布的概念，掌握 (0 1) 分布、二项分布、

泊松分布及其应用 
 掌握连续型随机变量及其概率密度的概念，掌握概率密度与分布函数之

间的关系 
 掌握正态分布、均匀分布和指数分布及其应用 
 
上一章我们用样本空间的子集来表示试验的各种结果，对全面讨论随机现象

的统计规律性有很大的局限性；为了深入研究和全面掌握随机现象的统计规律性，

我们将随机试验的结果与实数对应起来，即将随机试验的结果数量化，为此引入

随机变量的概念，用它描述随机现象是近代概率论中最重要的方法，它使概率论

从事件及其概率的研究扩大到随机变量及其概率分布的研究，这样就可以应用微

积分等数学工具，使概率论成为一门真正的数学学科． 

2.1  一维随机变量的概念及其分布函数 

2.1.1  随机变量的概念 

在研究随机试验结果的规律性时，我们发现，大多数试验的结果可以直接用

一个数来表示，而有些随机试验其可能结果并不是数，但只要将每一个可能结果

与一个实数相对应，那么，试验的不同可能结果就可以用一个变量来表示了． 
下面给出随机变量的定义． 
定义 1  设 E 是随机试验，是其样本空间．如果对于每一个样本点，

都有一个确定的实数 ( )X  与之对应，则称上的实值函数 ( )X  为随机变量，简

记为 X． 
通常用大写英文字母 , ,X Y Z 或希腊字母 , ,   等表示随机变量，用相应的小

写英文字母 , ,x y z 表示随机变量的取值． 

引入随机变量后，就可以用含随机变量 X 的等式或不等式来表示随机事件．例

如，{ 2}   { 5}   {0 1}X X X  ， ， ≤ 等，因此引入随机变量概念后，可把对事件的研
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究转化为对随机变量的研究，从而可用微积分等数学工具来深入研究和处理．随

机变量是我们今后主要的研究对象，但要注意这种变量与微积分中的变量是有区

别的，主要有以下三个特点： 
（1）随机变量 X 是定义在样本空间上的实单值函数 ( )X  ，即 ( )X  的定义域

是样本空间，而微积分中的函数 ( )y f x 的定义域是实数集合； 

（2）取值的随机性，即 X 取何值，在试验前是无法确定的； 
（3）取值的统计规律性，即 X 取某值的概率是确定的． 
从随机试验可能出现的结果来看可分为两大类： 
（1）离散型随机变量：主要特征是它所有可能取值为有限个或无限可列（像

自然数一样可依次一一列出）个； 
（2）非离散型随机变量：它包含的范围很广，情况比较复杂，本书中只研究

其中最重要也是最常见的连续型随机变量，其主要特征是它所有可能取值充满某

个区间 ( , )a b （其中 a 可以为 ，b 可以为  ）． 

2.1.2  随机变量的分布函数及其基本性质 

1．分布函数的定义 
定义 2  设 X 是一个随机变量，x 为任意实数，则称函数 

 ( )   ( , )F x P X x x   ，≤  

为 X 的分布函数． 
分布函数 ( )F x 是定义在全体实数上的一个普通实函数，同时也具有明确的概

率意义：若将 X 看成是数轴上的随机点的坐标，则分布函数 ( )F x 在 x 处的函数值

就是 X 落在区间 ( , ]x 上的概率，因而可以用高等数学的方法来研究随机变量． 
由此定义，若已知随机变量 X 的分布函数 ( )F x ，则 X 落入任一区间 1 2( , ]x x 的

概率等于 ( )F x 在此区间上的增量，即 

     1 2 2 1P x X x P X x P X x  ≤ ≤ ≤  

2 1( ) ( )F x F x  ． 

因此，知道了随机变量的分布函数也就掌握了该随机变量的统计规律性． 
2．分布函数的性质 
设 ( )F x 为随机变量 X 的分布函数，则 ( )F x 具有下列性质： 
（1）单调不减性：若 1 2x x ，则 1 2( ) ( )F x F x≤ ； 
（2）归一性：对任意实数 x， 0 ( ) 1F x≤ ≤ ，且 

   ( ) lim ( ) lim 0
x x

F F x P X x P X
 

     ≤ ≤ ， 

   ( ) lim ( ) lim 1
x x

F F x P X x P X
 

     ≤ ≤ ； 

（3）右连续性：即 ( 0) ( )F x F x  ，若 X 为连续型随机变量，则 ( )F x 处处

连续． 
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具有以上三个性质的实函数，必是某个随机变量的分布函数，故这三个性质

也是分布函数的充分必要条件． 
由于 ( )F x 是随机变量取 X 取小于等于 x 的诸值 kx 的概率之和，故又称 ( )F x 为

累积概率函数． 
例 1  掷一枚均匀硬币 3 次，以 X 表示出现正面的次数，求 X 的分布函数． 
解  由题意知 X 的可能取值为 0,1, 2, 3， 0X  表示三次都是反面，所以 

 
31 10

2 8
P X     

 
， 

1X  表示 3 次中恰有一次为正面，所以 

 
2

1
3

1 1 31
2 2 8

P X C       
 

， 

同理可得 

   3 12 3
8 8

P X P X   ， ． 

当 0x  时， 
 ( ) ( ) 0F x P X x P   ≤ ， 

当 0 1x ≤ 时， 

    1( ) 0
8

F x P X x P X   ≤ ， 

当1 2x ≤ 时， 

      1 3 1( ) 0 1
8 8 2

F x P X x P X P X       ≤ ， 

当 2 3x ≤ 时， 

    1 7( ) 1 3 1
8 8

F x P X x P X      ≤ ， 

显然，当 3x≥ 时， 
 ( ) 1F x P X x ≤ ． 

所以 X 的分布函数为 
0         <0
1/ 8     0 1

( ) 1/ 2     1 2
7 / 8     2 3
1          3     

x
x

F x x
x

x


  
 


， ，

， ，

， ，

， ，

， .

≤

≥

≤

≤

 

例 2  设随机变量 X 的分布函数为 
e       0

( )
0                   0.

xA B xF x
x

  
 
 ≤

， ，

，
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（1）试确定系数 A、B；（2）求  1 1P X  ≤ ． 
解  （1）根据 ( ) lim ( ) 1

x
F F x


   ，得 

lim ( e ) 1x

x
A B A


   ， 

又由 ( )F x 在 0x  处右连续，有 
(0 0) (0) 0F F   ， 

即 
0A B  ， 

则 
1B A    ； 

（2）由
1 e        0

( )
0               0

x xF x
x

  
 


， ，

， ，≤
 得 

  1 11 1 (1) ( 1) 1 e 0 1 eP X F F           ≤ ． 

2.2  离散型随机变量及其概率分布 

2.2.1  离散型随机变量及其概率分布 

1．概率分布 
如前面所述，只能取有限个或无穷可列个值的随机变量 X 称为离散型随机变

量．掌握一个离散型随机变量 X 的统计规律，只要知道 X 的所有可能取值以及 X
取每一个可能值的概率是多少，对这两点的全面描述被称作离散型随机变量的概

率分布． 
定义 3  设离散型随机变量 X 的全部可能取值为 ( 1, 2, )kx k   ，且取 kx 的概

率为 kp ，即 

  ( 1, 2, )k kP X x p k    ．              （2.1） 

称（2.1）式为离散型随机变量 X 的概率分布或分布列，简称分布． 
分布列也可以用表格的形式表示，即： 
 

X  1x  2x  … kx  … 

 kP X x  1p  2p  … kp  … 

例 3  袋中有 5 个球，其中 2 个黑球，3 个白球，从中随机地一次抽取 3 个球，

求取得黑球数的概率分布． 
解  令 X 表示“取得的黑球数”，则 X 的可能取值为 0,1, 2 ，可以求得 X 的分

布列为 
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 
3
3
3
5

10
10

C
P X

C
   ， 

 
2 1
3 2

3
5

61
10

C C
P X

C
   ， 

 
1 2
3 2

3
5

32
10

C C
P X

C
   ． 

X 的分布列的表格形式为： 
 

X 0 1 2 

kp  1
10

 
6

10
 

3
10

 

2．分布列的性质 
由概率的基本性质可知，分布列满足如下两条性质： 
（1） 0 ( 1, 2, )kp k  ≥ ； 

（2）
1

1k
k

p




 ． 

反之，满足上述两个性质的数列必可作为某个离散型随机变量的分布列． 
例 4  若随机变量 X 的分布列如下： 
 

X 2  1  0 1 2 

kp  a  3a  
1
8

 a  2a  

求：（1）常数 a；（2）写出 X 的分布列；（3）    1 2 0P X P X  ； ≤ 和

 2P X ≥ ． 

解  根据分布列的性质，必有 0a  ，且
5

1

1i
i

p


 ，所以 

13 2 1
8

a a a a     ， 

解得 
1
8

a  ， 

故 X 的分布列为： 
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X 2  1  0 1 2 

kp  1
8

 
3
8

 
1
8

 
1
8

 
1
4

 

5{ 1} { 2} { 1} { 0}
8

P X P X P X P X          ， 

1{ 2 0} { 1} { 0}
2

P X P X P X       ≤ ， 

1{ 2} { 2}
4

P X P X  ≥ ． 

若离散型随机变量 X 的分布列为 
{ } ( 1, 2, )k kP X x p k    ， 

则  
( ) { } { }

k k

k k
x x x x

F x P X x p P X x    
≤ ≤

≤ ． 

注：用离散型随机变量 X 的分布函数求概率时，要考虑所取区间的端点是否

包含在内． 
例 5  已知离散型随机变量 X 的分布函数为 

0 3
1/10 3 4

( )
2 / 5 4 5

1 5.

x
x

F x
x

x


   


≤

≤

≥

， ，

， ，

， ，

，

 

（1）求 X 的分布列；（2）求 {3.5 4.5}P X ≤ ． 
解  （1）由题意可知，X 的可能取值为 3, 4, 5，故有 

1{ 3} (3) (3 0)
10

P X F F     ， 

2 1 3{ 4} (4) (4 0)
5 10 10

P X F F       ， 

2 3{ 5} (5) (4) 1
5 5

P X F F      ． 

则 X 的分布列为： 

X 3 4 5 

kp  1
10

 
3

10
 

3
5

 

（2） 2 1 3{3.5 4.5} (4.5) (3.5)
5 10 10

P X F F     ≤ ． 

由此例可知，离散型随机变量 X 的分布列和分布函数是两个等价的工具，但
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使用分布列要方便得多． 

2.2.2  几种常见的离散型随机变量的分布 

1．两点 (0 1) 分布 

定义 4  若随机变量 X 的分布列为 
1{ } (1 ) ( 0, 1 0 1)k kP X k p p k p     ； ， 

其概率分布表为： 
 

X 0 1 

kp  1 p  p  

则称 X 服从参数为 p 的两点 (0 1) 分布． 

如果一个随机试验的样本空间只包含两个样本点，如抛硬币出现正面或反面；

检查一产品的质量合格或不合格；登记一新生婴儿的性别；通信中线路畅通或中

断等等，均可用服从 (0 1) 分布的随机变量来描述，但对不同的问题，参数 p 的取

值不同． 
2．二项分布 
定义 5  若随机变量 X 可能取值为 0, 1, 2, , n ，且 

{ } ( 0,1, 2, , )k k n k
nP X k C p q k n    ， 

其中 0 1 1p p q   ， ，n 为非负整数，则称 X 服从参数为 n、p 的二项分布或伯

努利分布，记为 ~ ( , )X B n p ． 
容易看出，当 1n  时，二项分布正是 (0 1) 分布，故当 X 服从 (0 1) 分布时，

常记为 ~ (1, )X B p ． 

可以证明二项分布满足： 
（1） { } 0 ( 0, 1, 2, , )k k n k

nP X k C p q k n     ； 

（2）
0 0

{ } ( ) 1
n n

k k n k n
n

k k

P X k C p q p q

 

      ． 

由（2）可知，随机变量 X 取 k 值的概率 
{ } ( 0, 1, 2, , )k k n k

nP X k C p q k n     

恰好是 ( )np q 的展开式的第 1k  项，所以称 X 服从二项分布． 

二项分布来自于 n 重伯努利试验模型，在 n 重伯努利试验中，若事件 A 在每

次试验中发生的概率为 (0 1)p p  ，则在 n 次试验中事件 A 发生的可能次数为

0, 1, 2, , n ，事件 A 发生 k 次的概率为 ( 0, 1, 2, , )k k n k
nC p q k n   ． 

由此可见，“事件 A 发生的次数”X 这个随机变量服从二项分布 ( , )B n p ． 

“A 发生 k 次”即“ X k ”，由于 
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0 0

{ } {
n n

k k

X k
 

   事件 A 发生 k 次}  ， 

故有  
0

{ } 1
n

k k n k
n

k

C p q P



   ，同时也说明 
0

{ } 1
n

k

P X k


  ． 

例 6  设某工厂产品的次品率为 0.02，从该厂生产的一大批产品中随机抽取

100 件进行检测，求： 
（1）求次品数的的分布列； 
（2）恰有 2 件次品的概率； 
（3）次品数不超过 3 件的概率． 
解  由于产品非常多，无论是有放回抽样还是无放回抽样，都可以作为有放

回抽样来处理．令 X 表示 100 件产品中的次品数，则 ~ (100,0.02)X B ． 

（1）其分布列为 
100

100{ } (0.02) (0.98) ( 0,1, 2, , 100)k k kP X k C k    ； 

（2）恰有 2 件次品的概率 
2 2 98
100{ 2} (0.02) (0.98)P X C  ； 

（3）次品数不超过 3 件的概率 
0 0 100 1 1 99
100 100

2 2 98 3 3 97
100 100

{ 3} 0.02 0.98 0.02 0.98

                  0.02 0.98 0.02 0.98 .

P X C C

C C

     

     

≤
 

例 7  某篮球运动员投篮 3 次，每次投中的概率为 0.6，求投中次数的分布列． 
解  令 X 表示投中的次数，则 ~ (3,0.6)X B ，X 的可能取值为 0,1, 2, 3，相应

的概率分别为 
0 0 3
3{ 0} (0.6) (0.4) 0.064P X C   ， 
1 1 2
3{ 1} (0.6) (0.4) 0.288P X C   ， 
2 2 1
3{ 2} (0.6) (0.4) 0.432P X C   ， 
3 3 0
3{ 3} (0.6) (0.4) 0.216P X C   ． 

即 X 的概率分布．其概率分布图如图 2.1． 

 
图 2.1 
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从图 2.1 中看到， { }P X k 的概率先是随着 k 的增大而增加，直到达到最大值，

而后单调减少．一般的二项分布 ( , )B n p 都具有这一性质． 

3．泊松（Poisson）分布 
定义 6  若随机变量 X 的分布列为 

{ } e ( 0 0,1, 2, )
!

k

P X k k
k


    ， ， 

则称 X 服从参数为  的泊松分布，记为 ~ ( )X P  ． 

泊松分布满足两个基本性质： 
（1） { } 0 ( 0, 1, 2, )P X k k  ≥ ； 

（2）
0

{ } 1
k

P X k




  ． 

证明（2）式，只需用到
0

e
!

k

k k




 ． 

泊松分布是一种常见的重要分布之一，服从泊松分布的随机现象特别集中在

社会生活和物理学领域，在社会生活中，又尤其适用于各种服务的需求现象或排

队现象．如纺织厂生产的一批布匹上的疵点个数；某种昆虫产卵个数；在一段时

间间隔里放射性物质发出的经过计数器的 粒子数；某一地区一段时间内发生的

交通事故的次数；某市级医院一天内的急诊病人数；某公共汽车终点站一段时间

内的乘客数；一本书一页中的印刷错误数等等，都服从或近似服从泊松分布；同

时泊松分布与二项分布具有密切的联系． 
泊松分布可以看作二项分布的近似，从而产生了二项分布的近似公式，法国

数学家泊松（S. D. Poisson）在 1837 年引入了一个著名的定理．  
定理 2.1（泊松定理）  设随机变量 ~ ( , )X B n p ，如果 

lim ( 0)
n

np  


  ， 

则 

lim (1 ) e ( 0, 1, 2, )
!

k
k k n k
nn

C p p k
k

 


    ． 

证  依题意有 
( 1) ( 1)(1 ) 1

!

k n k
k k n k
n

n n n kC p p
k n n

  
            

   

  

1 1 1 1
!

n kk n n n k
k n n n n n
                 

   
  

1 2 11 1 1 1 1
!

n kk k
k n n n n n
                      

       
 ． 

对任意固定的非负整数 k，有 
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1 2 1lim 1 1 1 1
n

k
n n n

                   
 ， 

lim 1 e
n

n n
 



   
 

， 

lim 1 1
k

n n
 



   
 

， 

从而 

lim (1 ) e ( 0, 1, 2, )
!

k
k k n k
nn

C p p k
k

 


    ． 

当 n 很大， p很小时，有近似公式 

e ( 0, 1, 2, , )
!

k
k k n k
nC p q k n

k
    ， 

其中 np  ． 
在实际计算中，当 10n≥ ， 0.1p≤ 时，就可用泊松分布来近似二项分布．泊

松分布的值可从书后附表中查得． 
例 8  在例 6（2），（3）中， 
（2）恰有 2 件次品的概率为 

2
2 2 98 2 2

100
2{ 2} (0.02) (0.98) e 2e
2!

P X C      ； 

（3）次品数不超过 3 件的概率为 
0 0 100 1 1 99
100 100

2 2 98 3 3 97
100 100

1 2 3
2 2 2 2 2

{ 3} 0.02 0.98 0.02 0.98

                  0.02 0.98 0.02 0.98

2 2 2 19               e e e e e .
1! 2! 3! 3

P X C C

C C

    

     

     

    

≤

 

例 9  设每分钟通过某交叉路口的汽车流量 X 服从泊松分布，且已知在一分钟

内无车辆通过与恰有一辆车通过的概率相同，求在一分钟内至少有两辆车通过的

概率． 
解  设 X 服从参数为  的泊松分布，由题意知 

{ 0} { 1}P X P X   ， 

即 
0 1

e e
0! 1!

    . 

解得 
1  ， 

因此，至少有两辆车通过的概率为 
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{ 2} 1 { 0} { 1}P X P X P X    ≥  
0 1

1 1 111 e e 1 2e
0! 1!
        . 

习题 2.2 

1．下列给出的数列，哪些是随机变量的分布列，并说明理由． 

（1） 0,1, 2, 3, 4, 5
15k
kp k ， ； 

（2）
25 0,1, 2, 3

6k
kp k

 ， ； 

（3） 1 2, 3, 4, 5
4kp k ， ； 

（4） 1 1, 2, 3, 4, 5
25k

kp k
 ， ． 

2．某射手每次射击的命中率为 p ，现射手一次接一次地射击直到击中为止，以 X 表

示命中时所耗费的子弹数，求 X 的分布列． 

3．设随机变量 X 的分布列为 { } ( 0,1, 2, 3, 4)
2k
CP X k k   ，试求： 

（1）常数C ； 

（2） { 2}P X ≤ 和
1 5
2 2

P X   
 

． 

4．从五个数1, 2, 3, 4, 5 中任取三个数 1 2 3, ,x x x ． 
（1）求 1 2 3max{ , , }X x x x 的分布列及 { 4}P X ≤ ； 
（2）求 1 2 3min{ , , }Y x x x 的分布列及 { 3}P Y  ． 

5．在 5 件产品中有 2 件次品，从中任取 2 件．用随机变量 X 表示其中的次品数，写

出 X 的分布列和分布函数． 
6．一汽车沿一街道行驶，需要通过 3 个均设有红绿信号灯的路口，每个路口信号灯为

红或绿与其他路口信号灯为红或绿相互独立，且红、绿两种信号显示的时间相等，以 X 表

示该汽车首次遇到红灯前已通过的路口个数，求 X 的分布列． 
7．设 ~ (1, )X B p ，若 X 取 1 的概率为它取 0 的概率的两倍．试求 X 的分布列和分布

函数． 
8．一大楼装有 5 个同类型的供水设备，调查表明，在任一时刻 t 每个设备被使用的概

率为 0.1，问在同一时刻： 

（1）恰有 2 个设备被使用的概率； 
（2）至少有 3 个设备被使用的概率； 
（3）至少有 1 个设备被使用的概率． 
9．设有 80 台同类型设备，各台工作相互独立，发生故障的概率都是 0.01，且一台设

备的故障一个人能维修．考虑两种配备维修工人的方案： 
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（1）由 4 个人维修，每人承包 20 台； 
（2）由 3 个人共同维护 80 台． 

试比较两种方案的优劣． 
10．设 ~ ( )X P  ，且 { 1} { 2}P X P X   ，求 { 4}P X  ． 

 

2.3  一维连续型随机变量 

2.3.1  一维连续型随机变量及其概率密度 

1．概率密度函数 
定义 7  设 ( )F x 是随机变量 X 的分布函数，若存在一个非负函数 ( )f x ，有 

( ) ( )d
x

F x f t t


  ( )x    ，             （2.2） 

则称 X 为连续型随机变量，同时称 ( )f x 为 X 的概率密度函数，简称密度函数或概

率密度． 
2．密度函数的性质 
由密度函数的定义可知， ( )f x 具有以下性质： 
（1） ( ) 0f x ≥ ； 

（2） ( )df x x


 1 ． 

若某个函数满足性质（1）、（2），则此函数可作为某个随机变量的密度函数． 
由定义和积分学知识，可得以下结论： 
（1）在整个实数轴上， ( )F x 是连续的，即连续型随机变量的分布函数一定

是连续的； 
（2）在密度函数 ( )f x 的连续点 0x 处有 

0 0( ) ( )F x f x  ，                      （2.3） 

即密度函数为分布函数的导数． 
式（2.2）与式（2.3）表示了分布函数与概率密度之间的两个关系，利用这些

关系，可以根据分布函数和概率密度中的一个推出另一个． 
如果 X 为连续型随机变量，那么 

{ } { } { } ( ) ( )P a X b P X b P X a F b F a    ≤ ≤ ≤  

( )d ( )d ( )d
b a b

a
f x x f x x f x x

 
     ．       （2.4） 

下面计算 { }P X a ，因为 

{ } { } ( )d
a x

a
P X a P a X a x f t t


     ≤ ≤ ， 

而   
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0
0 { } lim ( )d 0

a x

x a
P X a f t t



 
 ≤ ≤ ， 

所以    
{ } 0P X a  ． 

即连续型随机变量取任何固定值的概率都为零，这与离散型随机变量的情形完全相

反．但是 { } 0P X a  ，并不意味着事件{ }X a 是不可能事件，因为 x a 毕竟是

实数轴上实实在在的一点，倘若你能无限次地进行重复试验的话，X 是不会永远跳

过 a 的， { } 0P X a  只说明在大量重复试验中，{ }X a 发生的次数非常的少． 

同理，概率为 1 的事件未必是必然事件． 
因为 { } 0P X a  ，所以对于连续型随机变量有 

{ } { } { }p a X b P a X b P a X b     ≤ ≤  

{ } ( )d
b

a
P a X b f x x  ≤ ≤ ． 

例 10  设连续型随机变量 X 的密度函数为 
1 0 2

( )
0            .

  k x x
f x


 


，

其他

，

，

≤ ≤
 

试确定常数 k 及分布函数 ( )F x ，并求 {1 2}P X≤ ≤ ． 

解  由 ( )d 1f x x



 ，有 

2

0
( 1)d 2 2 1k x x k    ， 

解得 
1
2

k   ， 

当 0x  时， 
( ) 0F x  ， 

当 0 2x ≤ 时， 
2

0
( ) ( )d 1 d

2 4
x x t xF x f t t t x


        
   ， 

当 2x≥ 时， 
( ) 1F x  ． 

所以分布函数 ( )F x 为 

2

0                0

( )    0 2
4

1                2.

x
xF x x x

x



   



， ，

， ，

，

≤

≥

， 
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而 
3 1{1 2} (2) (1) 1
4 4

P X F F    ≤ ≤ ． 

2.3.2  几种常见的连续型随机变量的分布 

1．均匀分布 
定义 8  若连续型随机变量 X 的密度函数为 

1      
( )

0            

a x b
f x b a


 


，

其他

，

， ，

≤ ≤
                   （2.5） 

则称 X 在区间 [ , ]a b 上服从均匀分布，记为 ~ [ , ]X U a b ． 

其相应的分布函数为 
0               

( )       

1               .

x a
x aF x a x b
b a

x b


  




， ，

， ，

，

≤

≥

              （2.6） 

均匀分布的密度函数满足： 
（1） ( ) 0f x ≥ （显然）； 

（2） 1( )d d 1
b

a
f x x x

b a



 

  ． 

若 a c d b≤ ≤ ，易得 
1{ } d

d

c

d cP c X d x
b a b a


   

  ． 

上式说明在 [ , ]a b 上服从均匀分布的随机变量 X 落入 [ , ]a b 中任一子区间

( , )c d 内的概率与该子区间的长度 d c 成正比，而与子区间在 [ , ]a b 上的具体位置

无关．即它落入区间 [ , ]a b 中任意等长度的子区间内的概率是相同的，所以均匀

分布也称为等概率分布．由此，均匀分布和第 1 章第 2 节中的几何概型有密切的

联系． 
在实际问题中，公共汽车站乘客的候车时间、近似计算中的舍入误差等都服

从均匀分布． 
例 11  试用均匀分布求解第 1 章例 7 的概率： 
某公共汽车站从上午 7 时起，每隔 15 分钟来一趟车，一乘客在 7:00 到 7:30

之间随机到达该车站，求： 
（1）该乘客等候不到 5 分钟乘上车的概率； 
（2）该乘客等候时间超过 10 分钟才乘上车的概率． 
解  设乘客于上午 7 点过 X 分到达车站，由于乘客在 7:00 到 7:30 之间随机到

达，因此 X 是服从区间 (0,30) 上的均匀分布，即 X 的密度函数为 
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1    0 30  
( ) 30

0      

 

 .

x
f x


 


， ，

， 其他

≤ ≤
 

（1）该乘客等候时间不到 5 分钟，必须且只需在 7:10 到 7:15 之间或在 7:25
到 7:30 之间到达车站，因此所求概率为 

15 30

10 25

1 1 1{10 15} {25 30} d d
30 30 3

P X P X x x         ． 

（2）同（1）的分析方法类似可得所求概率为 
1{0 5} {15 20}
3

P X P X      ． 

2．指数分布 
定义 9  若连续型随机变量 X 的密度函数为 

e 0
( )

0 0.

x xf x
x

 
 



， ，

，

≥
                 （2.7） 

其中 0  为常数，则称随机变量 X 服从参数为  的指数分布，记为 ~ ( )X E  ． 

指数分布的密度函数满足： 
（1） ( ) 0f x ≥ （显然）； 

（2）
0

( )d e d 1xf x x x
  


   ． 

其相应的分布函数为 
0 0

( )
1 e 0.x

x
F x

x


  

， ，

， ≥
                   （2.8） 

在实际问题中，电子元件的寿命和随机服务系统中的服务时间等都服从指数

分布． 
例 12  假设某元件的寿命 X 是一个连续型随机变量，其概率密度为 

100e 0( )
0  0.

x

C xf x
x

 
 

， ，

，

≥  

（1）确定常数C ； 
（2）求寿命超过 100 小时的概率． 
解  （1）由密度函数性质 2 知 

100 100
0 0

e d 100 e 100 1
x x

C x C C
   

     
 

 ， 

由此得 0.01C  ． 
所以 

(0 )~ .01X E ； 
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（2）寿命超过 100 小时的概率为 
0.01 100 1{ 100} 1 (100) 1 (1 e ) e 0.3679P X F           ． 

3．正态分布 
若连续型随机变量 X 的密度函数为 

2

2
( )

21( ) e ( )
2π

x

f x x









     ，             （2.9） 

其中 , 0   为常数，则称 X 服从参数为  和 的正态分布，或高斯（Gauss）分

布，记为 2~ ( , )X N   ．其分布函数为 
2

2
( )

21( ) e d ( )
2π

t
x

F x t x










     ．      （2.10） 

正态分布的密度函数满足： 
（1） ( ) 0 ( )f x x   ≥ ； 

（2） ( )d 1f x x



 ． 

性质（1）显然；验证性质（2），在（2.9）式中，只需令
xt 



 ，则 d dx t ，

故有 
2

21( )d e d 1
2π

t

f x x t
  

 
     

2

2e d 2π
t

t
 



 
 
 
 
 ． 

当 20 1  ， 时，X 的密度函数记为 
2

21( ) e    ( )
2π

x

x x


     ，           （2.11） 

称 X 服从标准正态分布．记为 ~ (0,1)X N ．其分布函数记为 
2

21( ) e d   ( )
2π

tx
x t x




      ．        （2.12） 

由正态分布的密度函数可以画出它的图像，称其为正态曲线．易知正态分布

的密度函数还具有下列性质： 
（1） ( )f x 在 ( , )  内处处连续； 
（2） ( )f x 的图形关于直线 x  对称； 

（3） ( )f x 在 x  处取得最大值为
1

2π
； 

（4） ( )f x 在点 x    处对应有拐点； 
（5） ( )f x 在 x 轴上方，且以 x 轴为水平渐近线； 
（6）若固定 而改变  值，则曲线左右位置不同，但形状不变，即此时 ( )f x

图形沿着 x 轴平行移动，参数  决定曲线 ( )f x 的位置，故称  为位置参数； 
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（7）若固定  值而改变 值，则曲线形状改变而位置不变，曲线的峰顶为

1( )
2π

f 


 ， 值越大，曲线越平缓，即分布越分散； 值越小，曲线越陡峭，

即分布越集中．从几何直观上可看出，参数 决定曲线 ( )f x 的形状，故称 为形

状参数，它反映了 X 所取值的离散程度． 
正态分布是概率论中最常见的分布之一，它在概率统计的理论与应用中都占

有头等重要的地位．自然界和工程技术中的很多随机变量都是服从正态分布．例

如，测量的误差、一批产品的质量指标、人体的身高或体重、作物的单位面积产

量、弹着点的分布、气象中的月平均气温、湿度、降水量等都服从或近似服从正

态分布．此外，它在产品检验、无线电噪声理论和自动控制等领域也有着广泛的

应用． 

只要令
ts 



 （称为标准化），就可把正态随机变量的分布函数（2.10）式

化为用标准正态随机变量的分布函数 ( )x 表示的形式，即 
2

21( ) e d
2π

x s xF x s


 







    
  ．             （2.13） 

从而一般正态分布的随机变量落在某区域内的概率可以利用标准正态分布来计

算，即 

{ } ( ) ( ) b aP a X b F b F a  
 
            

   
≤ ．      （2.14） 

上式右端的值可查书后附表． 
( )x 还具有如下性质： 

（1） ( ) 1 ( )x x    ；（因此 0x  时，可先求 ( )x  的取值） 

（2） 1(0)
2

  ； 

（3）   2 ( ) 1P X x x  ≤ ； 

（4）   2[1 ( )]P X x x ≥ ． 

例 13  已知 ~ (0,1)X N ，求： 

（1） { 2.35}P X ≤ ；（2） { 1.24}P X ≤ ；（3）  1.54P X ≤ ． 

解  （1） { 2.35} (2.35) 0.9906P X   ≤ ； 
（2） { 1.24} ( 1.24) 1 (1.24) 0.1075P X       ≤ ； 

（3）  1.54 2 (1.54) 1P X   ≤ 2 0.9382 1 0.8764    ． 

例 14  设随机变量 ~ (3,4)X N ，求 { 1 4}P X   和 { 2}P X ≥ ． 
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解  4 3 1 3{ 1 4} (4) ( 1)
2 2

P X F F                 
   

 

 1 12 [1 (2)]
2 2

             
   

 

0.6915 0.9772 1 0.6687    ． 

    2 3 1{ 2} 1 { 2} 1 1
2 2

P X P X              
   

≥   

1 11 1 0.6915
2 2

                 
． 

例 15  设随机变量 2~ ( , )X N   ，求：  P X k   ． 

解    2 ( ) 1XP X k P k k
 


  

       
 

，所以 

  2 (1) 1 0.6826P X        ， 

 2 2 (2) 1 0.9544P X        ， 

 3 2 (3) 1 0.9974P X        ． 

由此例可看出，若随机变量 2~ ( , )X N   ，则随机变量 X 落在区间

[ 3 , 3 ]     内的概率几乎等于 1，即 X 值落入以  为中心， 3 为半径的区间

内几乎是必然的，而事件 3X    是一个小概率事件．这就是著名的“ 3 原

则”，它在工业生产中常用来作为质量控制的依据． 
 

习题 2.3 

1．设随机变量 X 的概率密度为 

2
   1

( ) 1
0               1

A x
f x x

x


 
 

， ，

， .

≤
 

试求：（1）系数 A ；（2） 1 1
2 2

P X    
 

；（3）X 的分布函数． 

2．设随机变量 X 的分布函数为 

     1 e 0( )
0            0.

x xF x
x

  


， ，

，

≥  

试求：（1） { 2}P X ≤ ；（2） { 3}P X  ；（3）密度函数 ( )f x ． 

3．已知随机变量 X 的分布函数为 
( ) arctan   F x A B x x     ， ， 

试求：（1）常数 A 与 B 的值；（2）  1 1P X   ；（3）密度函数 ( )f x ． 
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4．设 ~ [2,4]X U ，试求（1） {1 3}P X ≤ ；（2）  2( 3) 0.25P X   ． 

5．设 X 在 [1,6]上服从均匀分布，求方程 2 1 0x x   有实根的概率． 

6．设电子管寿命 X 的概率密度为 

2
100      100  

( )
0          

x
f x x

  


， ，

， 其他.

 

若一架收音机上装有 3 个这种管子，试求： 
（1）使用的最初 150 小时内至少有 2 个电子管被烧坏的概率； 
（2）在使用的最初 150 小时内烧坏的电子管数 Y 分布列； 
（3）Y 的分布函数． 

7．设顾客在某银行窗口等待服务的时间 X（单位：分）服从参数为
1
5
的指数分布，若

等待时间超过 10 分钟，他就离开．设他一个月内要来银行 5 次，以 Y 表示一个月内他没有

等到服务而离开窗口的次数，求 Y 的分布列及 { 1}P Y ≥ ． 

8．设 ~ (2.5, 4)X N ，试求（1） { 5}P X  ；（2） { 1}P X   ；（3）  2 3P X   ． 

9．设 ~ (5, 4)X N ，确定C ，使 { } { }P X C P X C   ． 

10．设 2~ (2, )X N  ，且 {2 4} 0.3P X   ，试求 { 0}P X  ． 

11． ~ (108, 9)X N ，试求：（1）a ，使 { } 0.9P X a ≤ ；（2）b ，使   0.1P X b b   ． 

12．某系一年级概率统计的考试成绩近似服从正态分布 2(75,10 )N ，如果 88 分以上优

秀，问概率统计成绩优秀的学生占全系一年级总学生数的百分之几？ 
 

2.4  一维随机变量函数的分布 

在许多实际问题中，所考虑的随机变量常常依赖于另一个随机变量．一般地，

设 X 是一个随机变量， ( )g x 是一个实函数，则函数 ( )Y g X 也是一个随机变量，

称之为随机变量 X 的函数．利用 X 的分布可求出 ( )Y g X 的分布，下面分两种情

况进行讨论． 
 

2.4.1  离散型随机变量函数的分布列 

设离散型随机变量 X 的分布列为 

X 1x  2x  … kx  … 

P 1p  2p  … kp  … 

则 ( )Y g X 也是一个离散型随机变量，其所有可能取值为 ( )  ( 1, 2, )k ky g x k   ． 
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如果 ( )ig x 值全不相等，即当 i jx x 时， ( ) ( ) ( , 1, 2, , , )i jg x g x i j k    ，这

时有 
{ } { ( )} { } ( 1, 2, , , )i i iP Y y P Y g x P X x i k        ， 

即随机变量 ( )Y g X 的分布列为 

Y 1( )g x  2( )g x  … ( )kg x  … 

P 1p  2p  … kp  … 

如果 ( )  ( 1,2, )k ky g x k   中有相等的值时，则应将那些相等的值分别合并，

由于事件 

( )

{ } { }
i k

k i
g x y

Y y X x


   ， 

则由概率的可加性可得事件{ }kY y 的概率为 

( ) ( )

{ } { }
i k i k

k i i
g x y g x y

P Y y P X x p
 

     ， 

从而得出 ( )Y g X 的分布列． 

例 16  设离散型随机变量 X 的分布列为 
 

X 1  0 1 2 

P 0.2 0.3 0.4 0.1 

试分别求 2Y X ， 2 1Z X  的分布列． 
解   

 

X 1  0 1 2 

P 0.2 0.3 0.4 0.1 

2Y X  2  0 2 4 

2 1Z X   0 1  0 3 

故 Y 的分布列为 

Y  2  0 2 4 

P 0.2 0.3 0.4 0.1 

Z 的分布列为 

Z 1  0 3 

P 0.3 0.6 0.1 
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2.4.2  连续型随机变量函数的分布 

设连续型随机变量 X 的密度函数为 ( ) ( )Xf x x    ，又设 ( )g x 是严格单

调且可导的函数，则 ( )Y g X 也是一个连续性随机变量，其分布函数为 

( )

( ) { } { ( ) } ( )dY X
g x y

F y P Y y P g X y f x x   
≤

≤ ≤ ． 

Y 的密度函数 ( )Yf y 可由
d( ) ( )
dY Yf y F y
y

 求得． 

具体方法（分布函数法）： 
（1）写出Y 的分布函数的关系式： 

( ) { } { ( ) }YF y P Y y P g X y ≤ ≤ ． 
（2）用 X 的分布函数来表述 { ( ) }P g X y≤ ． 
先将“ ( )g X y≤ ”表示成等价的 X 的取值范围，再依分布函数的定义或性质

作相应运算即可． 
（3）求得 ( )Yf y ． 
实际上，在（2）中已得到了用 X 的分布函数来表述Y 的分布函数 ( )YF y ，对

( )YF y 关于 y 求导，即可得到 ( )Yf y ． 

例 17  随机变量 X 的概率密度为 

    0 4
( ) 8

0      . 
X

x x
f x

   


， ，

， 其他

 

求 2 1Y X  的概率密度． 
解  要得到 2 1Y X  的概率密度，先求它的分布函数 ( )YF y ，根据题意有 

( ) { } {2 1 }YF y P Y y P X y  ≤ ≤  
1 1

2 2X
y yP X F        

   
≤ ， 

两边对 y 求导，得 
1d

d 1 1 1 12( )
d 2 2 d 2 2Y X X X

y
y y yf y F f f

y y

 
                

     
， 

当 0 4x  时， ( ) 0Xf x  ，即 1 7y   时， ( ) 0YF y  ，此时 
1 1 1( )
2 2 32Y X

y yf y f     
 

， 

当 0x≤ 或 4x≥ 时， ( ) 0Xf x  ，即 1y ≤ 或 7y≥ 时 ( ) 0YF y  ， 

所以 2 1Y X  的概率密度为 
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1      1 7  
( ) 32

0             
Y

y y
f y

    


， ，

， 其他.

 

例 18  已知 2~ ( , )X N   ，求
XY 



 的概率密度． 

解  先求 ( ) { } { }Y
XF y P Y y P y P X y

 

     

 
≤ ≤ ≤ ． 

将上式两边对 y 求导并注意到 
2

2
( )

21( ) ( ) e
2π

x

X Xf x F x









  ， 

不难看出 ( )XF y 处处存在且连续，所以 
2 2

2
( )

2 21 1( ) ( ) ( ) e e
2π 2π

y y

Y Y Xf y F y f y
  

   


 
 

     ． 

即 ~ (0,1)XY N



 ，称 Y 为 X 的标准化． 

例 19  设 X 具有密度函数 ( )Xf x ， xR ，求随机变量 2Y X 的密度函数． 
解  设 Y 的密度函数为 ( )Yf y ，分布函数为 ( )YF y ，并设 X 的分布函数为

( )XF x ． 
当 0y  时，Y 的分布函数为 

2( ) { } { }YF y P Y y P X y ≤ ≤  

 P y X y  ≤ ≤  

( ) ( )X XF y F y   ， 
上式两边对 y 求导数，得 

1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2Y Y X Xf y F y f y f y

y y
     

1 ( ) ( )
2 X Xf y f y

y
    ， 

当 0y≤ 时，由于 2 0Y X ≥ ，于是Y 的分布函数 ( ) 0YF y  ，故此时 
( ) ( ) 0Y Yf y F y  ． 

综上所述，Y 的分布函数为 
1 ( ) ( )  0

2( )
0 0. 

X X
Y

f y f y y
yf y

y

       



，

， ≤

，
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习题 2.4 

1．设 X 的分布列为 
 

X 2  1  0 1 2 

P 0.15 0.20 0.30 0.25 0.10 

求 2 1Y X  及 2 1Z X  的分布列． 
2．设 X 的分布列为 

 

X 
π
4

 π
2

 3π
4

 

P 0.2 0.5 0.3 

求 sinY X 的分布列． 

3．设 X 的密度函数为
2     0 1

( )
0       

x x
f x

 
 


， ，

， 其他.
求下列各随机变量函数的密度函数： 

（1） 2Y X ；（2） 1Y X   ；（3） 2Y X ． 
4．设 ~ [0,1]X U ，求下列各随机变量函数的密度函数： 

（1） 3 1Y X  ；（2） lnY X ；（3） eXY  ． 

5．设 ~ (1)X E ，求随机变量的函数 eXY  的密度函数． 
6．设 ~ (0,1)X N ，求下列各随机变量函数的密度函数： 

（1） eXY  ；（2）Y X ；（3） 22 1Y X  ． 

本章小结 

本章详细介绍了随机变量及其分布，用随机变量来描述随机事件是概率论中

最重要的方法，其思路是将样本数量化，即用实数来标识随机事件． 
一、随机变量的分类 
 
 
 
 
若随机变量的所有可能取值为有限个或可列无限个，就称此随机变量为离散

型随机变量，否则称为非离散型随机变量． 
二、分布函数 
无论是离散型的还是非离散型的随机变量 X ，都可利用分布函数 

( ) { } ( )F x P X x x    ≤ ， 

离散型 

非离散型 
随机变量 连续型 

其他 
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来描述．若已知随机变量 X 的分布函数，就可知道 X 落在任一区间 1 2( , ]x x 上的

概率 
1 2 2 1{ } ( ) ( )P x X x F x F x  ≤ ． 

可见，分布函数完整地描述了随机变量取值的统计规律性，它是研究随机变

量的重要工具，并为利用高等数学来研究随机变量提供了方便． 
三、常见的三种离散型随机变量 
1． (0 1) 分布的分布列为 

 

X 0 1 

kp  1 p  p 

其中 0p≥ ； 
2．二项分布 ~ ( , )X B n p 的分布列为  

           { } ( 0,1, 2, , )k k n k
nP X k C p q k n    ； 

3．泊松分布 ~ ( )X P  的分布列为  

           { } e ( 0,1, 2, )
!

k

P X k k
k

     ，其中 0  ． 

四、连续型随机变量 
设随机变量 X 的分布函数为 ( )F x ，若存在非负函数 ( )f x ，使得对于任意 x，有 

( ) ( )d
x

F x f t t


  ， 

则称 X 为连续型随机变量，其中 ( ) ( 0)f x ≥ 称为 X 的概率密度． 

常见的三种连续型随机变量 
1．均匀分布 ~ [ , ]X U a b ，其密度函数和分布函数分别为 

1      
( )

0             

a x b
f x b a


 


≤ ≤

其他；

， ，

，

 

0

( )

1 .

x a
x aF x a x b
b a

x b


  




，

≥

，

，

≤

，

，  

2．指数分布的密度函数和分布函数分别为 
e 0

( )
0 0

x xf x
x

 
 



≥

；

， ，

，
 其中 0  ， 

1 e 0
( )

0

x xF x
 

 


， ，

，

≥

其他.
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3．一般正态分布的密度函数和分布函数分别为 
2

2
( )

21( ) e ( )
2π

x

f x x









     ， 

2

2
( )

21( ) e d ( )
2π

t
x

F x t x










     ； 

标准正态分布的密度函数和分布函数分别为 
2

21( ) e ( )
2π

x

x x


     ， 

2

21( ) e d
2π

tx
x t




     ( )x    ． 

五、随机变量函数 
一般地， 

( )    
( )d

k

k
x x

x

p X
f x

f t t X



 






≤

， 为离散型随机变量，

， 为连续型随机变量.

 

随机变量 X 的函数 ( )Y g X 也是一个随机变量，掌握利用 X 的分布（ X 的分

布列或概率密度）求 ( )Y g X 的分布（Y 的分布列或概率密度）的方法． 

复习题 2 

一、填空题 

1．设离散型随机变量 X 的分布函数为

0 1
1 1

( ) 2 1 2
3

2

x
a x

F x
a x

a b x

 
   

 




， ，

， ≤ ，

， ≤ ，

， ≥ ，

且
1{ 2}
2

P X   ，则

a  ________， b  ________，X 的分布列为________； 

2．设连续型随机变量 X 的概率密度为
2e 0( )

0 0

x

k xf x
x

  


， ，

， ≤ ，

则 k  ________，

{1 2}P X ≤ ________， { 2}P X   ________， { 2}P X   ________； 

3．设 5 个晶体管中有 2 个次品，3 个正品．如果每次从中任取 1 个进行测试，测试后

的产品不放回，直到把 2 个次品都找到为止，需要进行的测试次数 X 是一个随机变量，则

{ 5}P X   ________， { 2}P X ≤ ________； 



 

 57 

第
2
章 

 
一
维
随
机
变
量
及
其
分
布 

4．设随机变量 X 服从参数为  的泊松分布，且 { 0} 0.5 { 2}P X P X    ，则

  ________； 
5．设 ( )F x 是离散型随机变量的分布函数，若 { }P X b  ________，则 { }P a X b    

( ) ( )F b F a 成立． 

二、选择题 

1 ． 已 知 随 机 变量 X 只 能 取 1, 0,1, 2, 3 五 个 数 值 ， 其 相 应 的 概率 依 次 为

1 1 1 1 1, , , ,
2 4 8 16 16c c c c c

，则 c （   ）． 

A．2   B．3 C．4  D．1 
2．若函数 ( )y f x 是一随机变量 X 的概率密度，则（   ）一定成立． 

A． ( )f x 的定义域为 [0,1]    B． ( )f x 的值域为 [0,1]  
C． ( )f x 非负            D． ( )f x 在 ( , )  内连续 

3．如果 ( )F x 是（   ），则 ( )F x 一定不可以是连续型随机变量的分布函数． 

A．非负函数               B．连续函数 
C．有界函数               D．单调减少函数 

4．下面各式中，（   ）可以作为某一随机变量 X 的概率密度． 

A． 1
sin    [0,π]

( )
0         

x x
f x


 


，

， 其他
  B． 2

3sin    0, π  
( ) 2

0         

x x
f x

      



，

， 其他

 

C． 3

π πsin    ,
( ) 2 2

0         

x x
f x

       



，

， 其他

  D． 4

πsin     0,  
( ) 2

0           

x x
f x

      



，

， 其他

 

5．随机变量 { 0}P X   2(2, )X N  ， {0 4} 0.3P x   ，则 { 0}P X   （   ）． 

A．0.5  B．0.3 C．0.35 D．0.7 

三、计算题 

1．设在 15 个同类型的零件中有 2 个是次品，在其中取 3 次，每次任取 1 个，做不放

回抽样，以 X 表示取出次品的次数，求 X 的分布列，并计算 { 1}P X ≤ ． 

2．设连续型随机变量 X 的概率密度为

π πcos     
( ) 2 2

0             

a x x
f x

  


， ≤ ≤ ，

， 其他.

 

求（1）系数 a ；（2）X 的分布函数；（3） { 1} { 1} { 1 1}P X P X P X   ， ，≤ ． 

3．设连续型随机变量 X 的分布函数为 3

0 0

( ) 0 2
1 2.

x

F x Ax x
x




  



， ≤ ，

， ，

， ≥

 

求：（1）系数 A；（2）X 的概率密度；（3） {0 1}P X  ， {1.5 2}P X ≤ ， {2 3}P X≤ ≤ ． 

4．设 k 在 [0,5] 上服从均匀分布，求方程 24 4 2 0x xk k    有实根的概率． 
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5．某种型号的电灯泡使用时间（单位：小时）为一随机变量 X ，其概率密度为 

50001 e    0( ) 5000
0                    0.

x

xf x
x


  



， ，

， ≤

 

求：3 个这种型号的电灯泡使用了 1000 小时后至少有 2 个仍可继续使用的概率． 
6．某科统考成绩近似服从正态分布 2(70,10 )N ，在参加统考的人中，及格者 100 人（及

格分数为 60），计算： 
（1）不及格人数； 
（2）成绩前 10 名的人数在考生中所占的比例； 
（3）估计第 10 名考生的成绩． 
 


