
 

第 1 章  行列式 

行列式实质上是由一些数排列成的数表按一定法则计算得到的一个数，即是

一种特定的算式．行列式在解析几何以及数学的其他分支中都扮演着很重要的角

色．特别是在本课程中，它是研究线性方程组、矩阵及向量的线性相关性的一种

重要工具． 
 

1.1  二阶和三阶行列式 

二阶行列式与三阶行列式的内容在中学数学课程中已经涉及，本节通过二元、

三元线性方程组的解来定义二阶、三阶行列式，它们是我们学习和讨论更高阶行

列式的基础． 

1.1.1  二阶行列式 

二元线性方程组的一般形式为 

 11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

,
.

a x a x b
a x a x b

 
  

 （1.1.1） 

其中 ija （ 1, 2 1, 2i j ； ）是未知量 jx （ 1,2j  ）的系数， ib（ 1, 2i  ）是常数项． 
在方程（1.1.1）的第一个方程和第二个方程的两边分别乘以 22a  和 12a ，然后

两式相减，消去 2x 得到 

11 22 12 21 1 1 22 12 2( )a a a a x b a a b   ， 
用同样的方法消去 1x ，得到 

11 22 12 21 2 11 2 1 21( )a a a a x a b b a   ． 
当 11 22 12 21 0a a a a  时，可求得方程组（1.1.1）的唯一解为 

 1 22 12 2
1

11 22 12 21

b a a b
x

a a a a





， 11 2 1 21
2

11 22 12 21

a b b a
x

a a a a





． （1.1.2） 

在（ 1.1.2）式中分子、分母都是两对数的乘积之差，其中分母都是

11 22 12 21 0a a a a  ，它是由方程组（1.1.1）的系数确定的．那么规定二阶行列式为： 

 11 12
11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
  ． （1.1.3） 

数 ija （ 1, 2 1, 2i j ； ）称为这个行列式的元素．（横的称为行，纵的称为列），

它的第一个下标 i称为行标，表示该元素位于行列式的第 i行；它的第二个下标 j称
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为列标，表示该元素位于行列式的第 j列．那么式（1.1.3）恰是行列式中主对角线

（左上角至右下角的对角线）上两个数的乘积与副对角线（右上角至左下角的对

角线）上两个数的乘积之差． 
由二阶行列式的定义，将式（1.1.2）中的的分子分别写成 

1 12
1 22 12 2

2 22

b a
b a a b

b a
  ， 11 1

11 2 1 21
21 2

a b
a b b a

a b
  ． 

若记 D  11 12

21 22

a a
a a

， 1D  1 12

2 22

b a
b a

， 2D  11 1

21 2

a b
a b

．则可以把线性方程组

（1.1.1）的唯一解（1.1.2）式写成 

 

1 12

2 221
1

11 12

21 22

b a
b aDx
a aD
a a

  ，

11 1

21 22
2

11 12

21 22

a b
a bDx
a aD
a a

  ． （1.1.4） 

其中 0D  ． 
这个结论很容易记忆： 1x ， 2x 的分母D是由方程组（1.1.1）的系数在方程组

的一般形式下保持原来的相对位置不变所构成的二阶行列式（称为系数行列式），

1x 的分子 1D 是方程组（1.1.1）的常数项 1b ， 2b 替换D中 1x 的系数 11a ， 21a 所得的

二阶行列式， 2x 的分子 2D 是用 1b ， 2b 替换D中 2x 的系数 12a ， 22a 所得的二阶行

列式． 
例 1.1.1  解线性方程组 

1 2

1 2

3 4 1
2 5 4.
x x
x x
 

  

，
 

解  因为线性方程组的系数行列式为 
3 4

  15 8 7 0
2 5

D      ， 

所以方程组有唯一解． 
又因为 

1

1 4
  5 16 11
4 5

D      ， 2

3 1
  12 2 10
2 4

D     ， 

所以方程组的解为 
1

1
11
7

Dx
D

   ， 2
2

10
7

Dx
D

  ． 

1.1.2  三阶行列式 

类似地，可定义三阶行列式如下： 
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11 12 13

21 22 23 11 22 33 12 23 31 13 21 32

31 32 33

a a a
a a a a a a a a a a a a
a a a

   11 23 32 12 21 33 13 22 31a a a a a a a a a   ． 

例 1.1.2  计算三阶行列式 
2 1 2

  4 3 1   
2 3 5

D   ． 

解  由三阶行列式的定义，可得 
2 3 5 1 1 2 2 ( 4) 3 2 1 3 1 ( 4) 5 2 3 2
30 2 24 6 20 12
10.

D                    
     


  

1.1.3  二阶与三阶行列式的关系 

为了给出 n阶行列式的定义，先来研究三阶行列式的结构．三阶行列式的定义

为 

11 12 13

21 22 23 11 22 33 23 32 12 21 33 23 31 13 21 32 22 31

31 32 33

22 23 21 23 21 22
11 12 13

32 33 31 33 31 32

( ) ( ) ( )
a a a
a a a a a a a a a a a a a a a a a a
a a a

a a a a a a
a a a

a a a a a a

     

  

（1.1.5） 

由此式可以看出，三阶行列式等于它的第一行每个元素分别乘一个二阶行

列式的代数和．同时也看到三阶行列式的计算可以转化为二阶行列式的计算．那

么一个重要的问题是 n阶行列式的计算能否转化为 1n  阶或更低阶行列式的计

算呢？ 
为了进一步了解这三个二阶行列式与原来的三阶行列式的关系，下面引入余

子式和代数余子式的概念． 
在三阶行列式 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
D a a a

a a a
  

中，把元素 ija （ 1, 2,3 1,2,3i j ； ）所在的第 i行与第 j列划去，剩下的元素保持

原来的相对位置不变构成的二阶行列式称为元素 ija 的余子式，记作 ijM ．记

( 1)i j
ij ijA M  ，称 ijA 为元素 ija 的代数余子式． 

例如，在三阶行列式 D中，元素 12a 的余子式 12M 是在D中划去元素 12a 所在

的第 1 行与第 2 列后剩下的元素所构成的二阶行列式 
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21 23
12

31 33

a a
M

a a
 ． 

而元素 12a 的代数余子式为 

21 231 2
12 12

31 33

( 1)
a a

A M
a a

    ． 

应用代数余子式的概念，（1.1.5）式可以写成 
11 11 12 12 13 13D a A a A a A   ， 

即三阶行列式等于它的第一行每个元素与它的代数余子式的乘积之和．这个表达

式通常称为：行列式按第一行展开的展开式． 

例 1.1.3  计算行列式 
1 0 5

 1 4 3  
2 4 7

． 

解  
1 0 5

 1 4 3  
2 4 7

     1 1 1 2 1 34 3 1 3 1 4
1 1   0 1   5 1   

4 7 2 7 2 4
            

 1 16 0 5 4 4.          

行列式按第一行展开的结果还可以进一步推广为如下展开定理： 
定理 1.1.1  三阶行列式等于它的任一行或任一列的每个元素与它的代数余子

式的乘积之和，即 

 
3

1 1 2 2 3 3
1

i i i i i i ij ij
j

D a A a A a A a A


    （ 1,2,3i  ）， （1.1.6） 

或 

 
3

1 1 2 2 3 3
1

j j j j j j ij ij
i

D a A a A a A a A


    （ 1,2,3j = ）． （1.1.7） 

证明  现证（1.1.7）式中 2j  的情况，其他情况可类似证明． 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

12 21 33 12 23 31 22 11 33 22 13 31 32 11 23 32 13 21

12 21 33 23 31 22 11 33 13 31 32 11 23 13 21

21 23 11 13 11 13
12 22 32

31 33 31 33 21 23

1

( ) ( ) ( )

a a a
D a a a

a a a
a a a a a a a a a a a a a a a a a a
a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a
a a a

a a a a a a
a



      

      

   

 2 12 22 22 32 32 .A a A a A 

． 

展开式（1.1.6）称为按第 i行展开的展开公式，展开式（1.1.7）称为按第 j列

展开的展开公式． 
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如果定义一阶行列式| 11a |= 11a ，那么三阶行列式的展开定理对于二阶行列式同

样适用，例如 
11 12

11 22 12 21
21 22

| | | |
a a

a a a a
a a

  ． 

例 1.1.4  计算三阶行列式 
1 0 5

 1 4 3   
2 4 7

D  ． 

解  把D按第二行展开，得 
1 0 5

0 5 1 5 1 0
 1 4 3   1   4   3   

4 7 2 7 2 4
2 4 7

20 12 12 4.

D     

    

 

例 1.1.5  计算三阶行列式 
1 0 3
2 0 1
3 4 2

D


 


． 

解  由于第二列中有两个元素为零，故按第二列展开较简便，即 

   3 2 1 3
4 1 4 5 20

2 1
D  
       


． 

1.2  n阶行列式 

二阶行列式等于它的第一行每个元素与它的代数余子式乘积之和；三阶行列

式等于它的第一行每个元素与它的代数余子式乘积之和．我们可以按照这个思路

给出 n阶行列式的定义． 

1.2.1  n阶行列式的定义 

定义 1.2.1  由 2n 个数 ija （ , 1,2, ,i j n  ）组成的 n阶行列式记作 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

D

a a a






  


．                  （1.2.1） 

当 1n  时，D  | 11a |= 11a ； 

当 2n≥ 时， 11 11 12 12 1 1 1 1
1

n

n n j j
j

D a A a A a A a A


     ，（1.2.1）其中 1 jA 为D
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的元素 1 ja 的代数余子式． 

1.2.2  n阶行列式展开定理 

定理 1.2.1  n阶行列式等于它的任一行或任一列的每个元素与它的代数余子

式的乘积之和，即 

1 1 2 2
1

n

i i i i in in ij ij
j

D a A a A a A a A


     （ 1, 2, ,i n  ）． 

或 

1 1 2 2
1

n

j j j j nj nj ij ij
i

D a A a A a A a A


     （ 1, 2, ,i n  ）． 

一般来说，低阶行列式比高阶行列式的计算要简单，根据上述定理，能够把n
阶行列式用 1n  阶行列式来表示，从而将高阶行列式的计算问题转化为低阶行列

式的计算． 
例 1.2.1  计算四阶行列式 

2 1 2 4
3 0 1 1

    
0 1 2 3
2 0 5 1

D






． 

解  由于第二列中有两个元素为零，故按第二列展开较简便 

    1 2 3 2
3 1 1 2 2 4

1 1   0 2 3 1 1 3 1 1
2 5 1 2 5 1

    37 46 83.

D  


    

  

 

例 1.2.2  计算对角行列式 
11

22

nn

a
a

D

a




． 

其中行列式除主对角线上的元素外其余元素均为零． 
解  根据 n阶行列式的定义有 

22
33

33
11 11 22

11 22 .

nn
nn

nn

a
a

a
D a a a

a
a

a a a

  



 




 

例 1.2.3  计算上三角行列式 
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11 12 1

22 2

n

n

nn

a a a
a a

D

a







． 

其中行列式主对角线以下的元素均为零． 
解  根据定理 1.2.1，考虑到D的第一列除元素 11a 外均为零，所以按第一列展

开得 
22 23 2

33 3
11

n

n

nn

a a a
a a

D a

a







． 

同样，对上式右端的 1n  阶行列式按第一列展开得到 

33 3

11 22

n

nn

a a
D a a

a



 ． 

依此类推可得 
11 22 .nnD a a a    

1.3  行列式的性质 

为了使行列式的计算更加简便，我们引进行列式的初等变换概念． 
定义 1.3.1  行列式的初等行变换是指： 
（1）用一个非零常数 k遍乘行列式的某一行； 
（2）互换行列式任意两行的位置；  
（3）将行列式某一行加上另一行的 k倍． 
将定义 1.3.1 中的“行”换成“列”，即得行列式的初等列变换的定义． 
行列式的初等行变换与初等列变换统称为行列式的初等变换． 
由上节给出的几个例题可以看出，在行列式的计算过程中，为了计算简便，

可选择含零元素较多的那一行（列）展开．本节将介绍行列式的性质，利用这些

性质可以将一个行列式中某行（列）的元素尽可能多的化为零，以使行列式的计

算变得简单． 
设 n阶行列式 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

D

a a a






  


． 
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将行列式D的相应的行变为相应的列，得到的新行列式 
11 21 1

12 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a




  


， 

称为行列式D的转置行列式，记作 TD ． 
行列式基本性质  行列式D与它的转置行列式 TD 相等． 
由此性质可知，行列式的行与列具有相同的地位，也就是对行成立的性质，

对列也成立，反之亦然． 
例 1.3.1  计算下三角行列式 

11

21 22

1 2n n nn

a
a a

D

a a a


  



， 

其中主对角线以上的元素均为零． 
解  由行列式的基本性质及例 1.2.3 有 

11

21 22

1 2n n nn

a
a a

D

a a a


  



11 21 1

22 2T
11 22

n

n
nn

nn

a a a
a a

D a a a

a

  







． 

性质 1.3.1  互换行列式的两行（列），行列式变号． 
推论 1.3.1  若行列式中有两行（列）相同，则行列式等于零． 
证明  设行列式 D中有两行相同，把这两行互换得到行列式 D ，由此推得

D D  ，即 2 0D  ，故 0D  ． 
性质 1.3.2  行列式的某一行（列）乘以数 k，所得到的行列式等于原行列式

的 k倍．即 

11 12 1

1 2

1 2

n

i i in

n n nn

a a a

ka ka ka

a a a


  


  



11 12 1

1 2

1 2

n

i i in

n n nn

a a a

k a a a

a a a




  


  



． 

证明  将上式左端的行列式按第 i行展开，显然上式两端行列式第 i行元素的

代数余子式是相同的，故有 

左边 1 1 2 2
1

n

i i i i in in ij ij
j

a A ka A ka A k a A


      右边． 

由性质 1.3.2，当 0k  时，可得下面的性质： 
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推论 1.3.2  若行列式中某一行（列）的元素全为零，则行列式等于零． 
由性质 1.3.2 和推论 1.3.1 可得． 
推论 1.3.3  若行列式中有两行（列）对应成比例，则行列式等于零． 
性质 1.3.3  行列式某一行（列）加上另一行（列）的 倍，行列式不变，即 

1 2

1 2

i i in

k k kn

a a a

a a a

   


  


   

1 1 2 2

1 2

i k i k in kn

k k kn

a a a a a a

a a a

    


   


  


   

． 

证明  对右端的行列式按第 i行展开有 

1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n n n n n

ij kj ij ij ij kj ij ij ij kj ij
j j j j j

a a A a A a A a A a A  
    

         ， 

1 2

1
1 2

( )
i i inn

ij ij
j

k k kn

a a a
a A

a a a



   


  


   

，
1 2

1
1 2

( )
k k knn

kj ij
j

k k kn

a a a
a A

a a a



   


  


   

， 

由推论 1.3.1 有 

1 2

1
1 2

( ) 0
k k knn

kj ij
j

k k kn

a a a
a A

a a a

 

   


  


   

． 

因此性质得证． 
这个性质的证明用到从行列式的展开式中找出原行列式的技巧，应用这个性

质的证明方法，还可以得出下述行列式的性质． 
推论 1.3.4  若行列式D中某一行（列）的每个元素都是两数之和，例如第 i行

的元素都是两数之和，则行列式D可分解成两个行列式 1D 与 2D 之和．即 

11 12 1 11 12 1 11 12 1

1 1 2 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

n n n

n n n n

n n nn n n nn n n nn

a a a a a a a a a

b c b c b c b b b c c c

a a a a a a a a a

    

  
        

  
        

  

． 

以上我们得到了行列式的主要性质．行列式的这三个性质说明三种初等变换

对行列式的值的影响．我们可以应用这三个性质，将行列式，特别是数字行列式
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通过初等行变换化为上（下）三角行列式，然后由例 1.2.3 与例 1.3.1 计算行列式． 

1.4  行列式的计算 

首先我们给出一个与行列式展开定理有关的一个定理． 
定理 1.4.1  行列式的某一行（列）的每个元素与另一行（列）对应元素的代

数余子式的乘积之和等于零，即  

1 1 2 2
1

0
n

ik jk i j i j in jn
k

a A a A a A a A


      （ i j ）． 

证明  设行列式 

1 2

1 2

i i in

j j jn

a a a
D

a a a


   


  


   

， 

将D按第 j行展开，得到 

1 1 2 2
1

n

jk jk j j j j jn jn
k

D a A a A a A a A


      ， 

将上式中D的第 j行元素 1 2, , ,j j jna a a 换成第 i行的对应元素 1 2, , ,i i ina a a ，即有 

1 2

1 1 2 2

1 2

i i in

i j i j in jn

i i in

a a a
a A a A a A

a a a
   

   


   


   

． 

由于上式右端的行列式第 i行和第 j行相同，由推论 1.3.1 知该行列式等于零，

即 

1 1 2 2
1

0
n

ik jk i j i j in jn
k

a A a A a A a A


      （ i j ）． 

所以定理 1.4.1 与行列式展开定理可以统一地写成 

1

0
.

n

ik jk
k

i j
a A

D i j


  


， ，

，
 

或 

1

0
.

n

ki kj
k

i j
a A

D i j


  


， ，

，
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行列式的计算是一个专门的课题，有很多理论和计算方法，这里只按照本课

程的目标要求，介绍一些基本的方法．为了叙述方便，下面约定一些运算符号： 
i jr r 表示将行列式的第 j行的元素乘以 后加到第 i行对应元素上去； 

i jc c 表示将行列式的第 j列的元素乘以 后加到第 i列对应元素上去； 

i jr r 表示互换第 i、 j两行对应元素； 

i jc c 表示互换第 i、 j两列对应元素； 

ir  表示用数 乘第 i行的每个元素； 

ic  表示用数 乘第 i列的每个元素； 
( )r i 表示按第 i行展开； 
( )c i 表示按第 i列展开． 

根据行列式的性质 1.3.1、性质 1.3.2 与性质 1.3.3，我们总可以把给定的行列

式化为三角行列式的形式，从而能够简便地计算行列式． 
化行列式为上三角形行列式的步骤如下： 
（1）如果第一列第一个元素为零，先将第一行与其他行交换使得第一列第一

个元素不为零； 
（2）把第一行分别乘以适当的数加到其他各行，使得第一列除第一个元素外

其余元素全为零； 
（3）用上面的两个步骤继续处理除去第一行和第一列后余下的低一阶的行

列式． 
重复以上三个步骤，直至使它成为上三角形行列式，这时主对角线上元素的

乘积就是所求行列式的值． 
例 1.4.1  计算行列式 

0 2 4 2
1 1 2 1

    
4 1 2 0
1 1 1 1

D


 ． 

解  利用化行列式为上三角形行列式的步骤进行计算． 
0 2 4 2
1 1 2 1

    
4 1 2 0
1 1 1 1

D


 1 2

           

r r

1 1 2 1
0 2 4 2
4 1 2 0
1 1 1 1



  

3 1

4 1

( 4)

( 1)

r r

r r

  

  

1 1 2 1
0 2 4 2
0 5 6 4
0 2 1 0




 


3 2

4 2

( 5 2)

( 1)     

r r

r r

  

  

1 1 2 1
0 2 4 2
0 0 16 9
0 0 5 2




 
 
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4 3( 5 16)

                         

r r  

1 1 2 1
0 2 4 2
0 0 16 9

130 0 0
16



  
13[1 2 ( 16) ] 26.
16

        

如果直接应用行列式展开定理计算行列式，运算量较大．因此，计算行列式时，

一般先用行列式的性质将行列式中某一行（列）化为仅含一个非零元素，再按此行

（列）展开，化为低一阶的行列式，如此继续下去直到化为三阶或二阶行列式． 
例 1.4.2  计算行列式 

3 1 1 2
5 1 3 4

    
2 0 1 1
1 5 3 3

D


 




 

． 

解   
3 1 1 2
5 1 3 4

2 0 1 1
1 5 3 3

D


 




 

4 3

1 32

c c

c c





5 1 1 1
11 1 3 1
0 0 1 0
5 5 3 0


 

 

 

(3)

          

r  3 3
5 1 1

1 11 1 1
5 5 0

  
 

2 1

          

r r
5 1 1
6 2 0
5 5 0


 

 

(3)

          

c  1 3 6 2
1 40

5 5
 

 
 

． 

例 1.4.3  计算行列式 
2 1 1 1
1 2 1 1

    
1 1 2 1
1 1 1 2

D  ． 

解  这个行列式的特点是各行及各列 4 个数的和都是 5，将第 2、3、4 列同时

加到第 1 列，将公因子 5 提出，然后第 2、3、4 列都减去第一列，就将行列式化

为下三角形行列式． 
2 1 1 1
1 2 1 1
1 1 2 1
1 1 1 2

D  1 2 3 4

                        

c c c c  

5 1 1 1 1 1 1 1
5 2 1 1 1 2 1 1

5
5 1 2 1 1 1 2 1
5 1 1 2 1 1 1 2

  
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2 1 3 1

4 1

,

              

c c c c

c c

 



3

1 0 0 0
1 1 0 0

5 5 1 5.
1 0 1 0
1 0 0 1

    

例 1.4.4  证明 

11 12

21 22

11 12 11 12

21 22 21 22

0 0
0 0

    

a a
a a
c c b b
c c b b

= 11 12

21 22

  
a a
a a

11 12

21 22

  
b b
b b

． 

证明  对等式左边行列式按第 1 行展开，得 

11 12

21 22

11 12 11 12

21 22 21 22

0 0
0 0

    

a a
a a
c c b b
c c b b

(1)

     

r
22

11 12 11 12

22 21 22

0 0a
a c b b

c b b

21

12 11 11 12

21 21 22

0 0a
a c b b

c b b
  

(1)

     

r 11 12
11 22

21 22

b b
a a

b b
11 12

12 21
21 22

b b
a a

b b
  

= 11 12
11 22 12 21

21 22

( )
b b

a a a a
b b

 = 11 12

21 22

  
a a
a a

11 12

21 22

  
b b
b b

． 

例 1.4.5  计算 n阶范德蒙德（Vandermonde）行列式  

1 2 1
2 2 2 2
1 2 1

2 2 2 2
1 2 1

1 1 1 1
1 2 1

1 1 1 1

n n

n n
n

n n n n
n n

n n n n
n n

a a a a
a a a a

D

a a a a
a a a a





   


   








   



 

解   

nD 1( )

( , 1, ,2)
i n ir a r

i n n
 

  

1 2 1
2 2 2
1 1 2 2 1 1

2 3 2 3 2 3
1 1 2 2 1 1

1 2 1 2 1 2
1 1 2 2 1 1

1 1 1 1
0
0

     

0
0

n n n n

n n n n n

n n n n n n
n n n n n

n n n n n n
n n n n n

a a a a a a
a a a a a a a a a

a a a a a a a a a
a a a a a a a a a



 

     
 

     
 

  
  

  
  





   


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( )

         

c n

1 2 3 1

1 1 2 2 3 3 1 1
1

3 3 3 3
1 1 2 2 3 3 1 1

2 2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
( 1)

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

n n n n n

n n n n n n
n

n n n n
n n n n n n

n n n n
n n n n n n

a a a a a a a a
a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a
a a a a a a a a a a a a



 


   
 

   
 

   
   


   
   




   



． 

将上式中每列的公因子提出来，得到 

1 2 3 1
1

1 2 1
3 3 3 3

1 2 3 1
2 2 2 2

1 2 3 1

1 2 3 1 1

1 1 1 1

( 1) ( )( ) ( )

    ( )( )( ) ( )

n
n

n n n n n
n n n n

n
n n n n

n

n n n n n n

a a a a
D a a a a a a

a a a a
a a a a

a a a a a a a a D





   


   



 

    

    




     



 ，

， 

其中 1nD  为 1n  阶范德蒙德行列式．这样我们建立了 nD 与 1nD  之间的递推公

式．重复上面的计算过程得 
1 1 1 1 2 1 3 1 2 2( )( )( ) ( )n n n n n n nD a a a a a a a a D           ， 

…… 
依此类推，最后得到 

2 2 1 1( )D a a D   

2 1.a a   

于是有 
1 2 3 1( )( )( ) ( )n n n n n nD a a a a a a a a       

1 1 1 2 1 2( )( ) ( )n n n na a a a a a        

2 1 2 1( ) ( )
            

n n na a a a    


 

3 1 3 2( )( )a a a a    

2 1   ( )a a  ， 

上式右边所有可能的差 ( )j ia a （1 i j n≤ ≤ ）的乘积，记为 

1      

( )j i
i j n

a a



≤ ≤

． 

即 

1 2 1
2 2 2 2
1 2 1

2 2 2 2
1 2 1

1 1 1 1
1 2 1

1 1 1 1

n n

n n
n

n n n n
n n

n n n n
n n

a a a a
a a a a

D

a a a a
a a a a





   


   








   



1       

( )j i
i j n

a a


 
≤ ≤

． 
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若由最后一行开始，每一行减去它的相邻的前一行乘以 1a ，可将 nD 的第一列

左上角 1 下面的元素全部化为零，可得另外一种解法． 

1.5  克拉默法则 

设含有 n个未知数 n个方程的线性方程组 

 

11 1 21 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2 .

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    







，

，
 （1.5.1） 

其中 1 2, , , nx x x 是未知量，系数的第一个下标表示方程的序数，第二个下标与相应

的未知量的下标相同， 1 2, , , nb b b 为常数项． 
线性方程组（1.5.1）的系数在保持原来的相对位置不变的情况下构成行列式 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

D

a a a






  


， 

称为线性方程组（1.5.1）的系数行列式．令 

11 1, 1 1 1, 1 1

21 2, 1 2 2, 1 2

31 3, 1 3 3, 1 3

1,1 1, 1 1 1, 1 1,

1 , 1 , 1

j j n

j j n

j j n

j

n n j n n j n n

n n j n n j nn

a a b a a
a a b a a
a a b a a

D

a a b a a
a a b a a

 

 

 

      

 



 
 
 

    
     

 
 

． 

这里 jD （ 1,2, ,j n  ）是把系数行列式 D 中的第 j 列的元素换成线性方程组

（1.5.1）的常数项 1 2, , , nb b b 所得的 n阶行列式． 
定理1.5.1  （克拉默（Gramer）法则）若线性方程组（1.5.1）的系数行列式 0D  ，

则线性方程组（1.5.1）有唯一解 

 1
1

Dx
D

 ， 2
2

Dx
D

 ，， n
n

D
x

D
 ． （1.5.2）  

例 1.5.1  解线性方程组 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 4

1 3 4

2 1
2 1

        2
        1.

x x x x
x x x x
x x x
x x x

   
    
   
   

，

，

，
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解  因为 
1 1 1 2
1 1 2 1

    
1 1 0 1
1 0 1 1

D








2 1

3 1

4 1

r r
r r

r r






1 1 1 2
0 2 3 1

    
1 2 1 1
0 1 0 3


 
 



2 4r r

1 1 1 2
0 1 0 3
0 2 1 1
0 2 3 1




 
 

 

3 2

4 2

( 2)

( 2)

r r

r r

 

 

1 1 1 2
0 1 0 3
0 0 1 5
0 0 3 5








4 3( 3)r r 

1 1 1 2
0 1 0 3

10 0.
0 0 1 5
0 0 0 10




   




 

所以方程组有唯一解． 

1

1 1 1 2
1 1 2 1

    8
2 1 0 1
1 0 1 1

D




  



， 2

1 1 1 2
1 1 2 1

    9
1 2 0 1
1 1 1 1

D


  



， 

3

1 1 1 2
1 1 1 1

    5
1 1 2 1
1 0 1 1

D



  



， 4

1 1 1 1
1 1 2 1

    3
1 1 0 2
1 0 1 1

D




   ． 

根据克拉默法则，方程组的唯一解是 

1
4
5

x  ， 2
9

10
x  ， 3

1
2

x  ， 4
3

10
x  ． 

克拉默法则的逆否命题可叙述为：若线性方程组（1.5.1）无解或解不唯一，

则它的系数行列式必为零． 

当线性方程组（1.5.1）的常数项全为零时，方程组（1.5.1）成为 

 

11 1 21 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0
0

0.

n n

n n

n n nn n

a x a x a x
a x a x a x

a x a x a x

   
    


    







，

，
 （1.5.3） 

称方程组（1.5.3）为 n元齐次线性方程组．相应地，当方程组的常数项不全为零时，

称方程组（1.5.1）为 n元非齐次线性方程组． 
显然 1 2 0nx x x    是齐次线性方程组（1.5.3）的解，称为（1.5.3）的零

解．若有一组不全为零的数满足（1.5.3），则它称为（1.5.3）的非零解．齐次线性

方程组一定有零解，但不一定有非零解． 
由于方程组（1.5.3）是方程组（1.5.1）的特殊情况，所以由克拉默法则即可

得出如下推论． 
推论 1.5.1  若齐次线性方程组（1.5.3）的系数行列式不等于零，则齐次线性
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方程组（1.5.3）只有零解． 
推论 1.5.2  若齐次线性方程组（1.5.3）有非零解，则齐次线性方程组（1.5.3）

的系数行列式必为零． 
推论 1.5.2 是推论 1.5.1 的逆否命题． 
例 1.5.2  设齐次线性方程组 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 0
2 3 0
2 2 0.

x x x
x x x
x x x


  

   
   

，

， 

有非零解，求 的值． 
解  由推论 1.5.2 知，它的系数行列式必为零．而  

1 1 2
2 3

2 2 1
D 


  



2 1

3 1

2

( 2)

r r

r r



 
 

1 1 2
0 2 1 3 2
0 0 3

 

   


， 

令 0D  ，得 2  ．即当 2  时，齐次线性方程组有非零解． 
例 1.5.3  判定下列齐次线性方程组是否有非零解 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 0
2 3 0

3 2 0
2 3 0.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

   
    
    
    

，

，

，
 

解  因为齐次线性方程组的系数行列式 
1 1 2 3
1 2 3 1

      153 0
3 1 1 2
2 3 1 1

D


   
  

 

， 

所以此方程组没有非零解． 
例 1.5.4  给定平面上三个点 (1,1) ， (2, 1) ， (3,1) ，求过这三个点且对称轴与

y轴平行的抛物线方程． 

解  设所求抛物线方程为 2y c bx ax   ，于是有 

 
1
1 2 4
1 3 9 .

c b a
c b a
c b a

  
   
   

，

， （1.5.4） 

这个方程组的系数行列式是范德蒙德行列式 
1 1 1

  1 2 4   ( 3 2 )( 3 1 )( 2 1 ) 2
1 3 9

D       ． 
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则线性方程组（1.5.4）有唯一解，又 1 14D  ， 2 16D   ， 3 4D  ． 

故 7c  ， 8b   ， 2a  ，即所求抛物线方程为 27 8 2y x x   ． 
克拉默法则给出的结论是很完美的，对 n元线性方程组（1.5.1），当系数行列

式不为零时，解决了方程组解的存在性与唯一性问题，并给出了用方程组的系数

和常数项构成的行列式表示解的公式，这在理论上是有重大价值的． 
在上述各例中，我们看到应用克拉默法则求解线性方程组时，要计算 1n  个n

阶行列式，这个计算量是相当大的，所以，在具体求解线性方程组时，很少用克

拉默法则．此外，当方程组中方程的个数与未知量的个数不相同时，就不能用克

拉默法则求解．当方程组（1.5.1）的系数行列式 0D  时，也不能用克拉默法则讨

论方程组是否有解．在第三章我们将讨论求解一般线性方程组的有效方法——高

斯（Gauss）消元法与判定方程组是否有解的一般方法． 

习题 1 

1．计算下列行列式 

（1）
1 0

 
0 1

； （2）
1 0 0

 0 2 0
0 0 3

； （3）
0

 0
0

x y
x z
y z


 

． 

2．用二阶行列式解二元解线性方程组 

1 2

1 2

3 2 1
2 1.

x x
x x

 
   

，
 

3．用三阶行列式的定义计算 

（1）
2 1 3

  1 2 1
3 1 2




 
； （2）   

a b c
b c a
c a b

． 

4．利用二阶与三阶行列式的关系计算行列式 

（1）
1 2 3

  0 1 2
1 1 1

； （2）
2 2 2

1 1 1
  a b c
a b c

； （3）
0 0

  0 .
0 0

a
b c

d
 

5．当 x取何值时，

3 1
 4 0 0.

1 0

x
x

x
  

6．写出下面行列式中元素 32a 的余子式及代数余子式 
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3 1 2 7
0 8 5 4
9 3 6 1
2 3 0 1



 
． 

7．用行列式的定义计算 

（1）

4 4 0 0
1 2 1 1
7 5 2 0

0 2 1 1







； （2）

1

2

3

4

1 2 3 4 5

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

b
b

b
b

a a a a a

； 

（3）

1

2

3

0 0 0
0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0n

a
a

a

a




    
； （4）

0 0 0 0 1 0
0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

n
n

n








      




． 

8．下列命题是否正确？若不正确，请给出正确答案． 

（1） 1 2 1 2

1 2 1 2

a a b b
c c d d
 
 

1 1

1 1

a b
c d

 2 2

2 2

a b
c d

 ； 

（2） 1 1

1 1

ka kb
kc kd

1 1

1 1

a b
k
c d

 ． 

9．已知

4 26 1
3 54 2 13
2 31 1

D   


，利用行列式性质计算 1

2 31 1
3 54 2
4 26 1

D


 ． 

10．利用行列式性质计算 

1 2 6 28 19
3 3 0 5 7
1 0 0 7 8

1 2 6 28 19
4 6 7 4 2

D

 

  
 



． 

11．计算下列行列式 
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（1）
1 2 0
1 1 4

3 1 8
 


； （2）

1 2 3
3 1 2
2 3 1

；  （3）
1 2 2
2 1 2
2 2 1




． 

12．计算下列行列式 

（1）

1 2 3 4
2 3 4 1
3 4 2 1
4 1 2 3

； （2）

1 0 2
2 0 0
3 4 5

0 0 0

a
b

c
d

； （3）

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

；  

（4）

a b b b
a b a b
a a b a
b b b a

； （5）

1 2 0 0
3 4 0 0
0 0 1 3
0 0 5 1


； （6）

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1






． 

13．证明下列恒等式 

（1）

1 1 1 1
1 1 1 1

0
1 1 1 1
1 1 1 1

x
x

y
y









； 

（2）

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

( 1) ( 2) ( 3)
( 1) ( 2) ( 3)

0
( 1) ( 2) ( 3)
( 1) ( 2) ( 3)

a a a a
b a a a
c a a a
d a a a

  
  


  
  

． 

14．利用递推公式计算 n阶行列式 

n

x a a a a
a x a a a
a a x a a

D

a a a x a
a a a a x


 



  
   





    



． 

（提示：从第一列起，每列减去后面一列，并按第一行展开，可得递推公式；

从第一行起，每行减去后面一行，并按第一列展开，可得另一递推公式）． 
15．计算 n阶行列式 
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2 1
1 2 1

1 2 1

1 2 1
1 2

nD 
  

 

其中行列式中空白处的元素全为零． 
16．用克拉默法则解下列方程组 

（1）
2 3

1 2 3

1 2

2 1
4 1

2 2

x x
x x x
x x

 
   
  

，

，

；

   （2）

1 2 3 4

1 2 4

1 3 4

1 2 3 4

2 5 8
3 6 9

2 2 9
4 7 6 0.

x x x x
x x x
x x x

x x x x

   
   
   
    

，

，

，
 

17．已知齐次线性方程组 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 4 0
2 2 0

4 2 0.

x x x
x x x
x x x

  
   
   

，

， 

当  为何值时，此方程组有非零解？ 


