
 

第 6章  参数估计 

6.1  参数的点估计 

设总体 X 服从某已知分布，如 2( , )N µ σ 、 ( )e λ 等，但是其中的一个或多个参

数为未知，怎样根据抽取的样本估计未知参数的值，就是参数的估计问题. 
首先讨论分布参数的点估计. 
设总体 X 的分布中含有未知参数θ，从总体 X 中抽取样本 1 2, , , nX X XL ，构

造某个统计量 1 2
ˆ( , , , )nX X Xθ L 作为参数θ的估计，则称 1 2

ˆ( , , , )nX X Xθ L 为参数θ

的点估计量；若样本 1 2, , , nX X XL 的观测值为 1 2, , , nx x xL ，则称 1 2
ˆ( , , , )nx x xθ L 为

参数θ的点估计值. 

例如，人的身高 2~ ( , )X N µ σ ，一个样本为 1 2, , , nX X XL ，则 1
1 ( )nX X X
n

= + +L

为 n个人的平均身高，近似认为总体均值µ 为 X ，即 ˆ Xµ = . 用 X 来估计 µ ，这
里 µ̂ 不是真值，而是估计值. 

若总体的分布中含有m（m >1）个未知参数，则需构造m个统计量作为相应m
个未知参数的点估计量. 

下面介绍两种常用的求未知参数点估计量的方法. 

一、矩估计法 

设总体 X 的分布中含有未知参数 1 2, , , mθ θ θL ，假定总体 X 的 1、2、…，m阶
原点矩都存在，一般来说，它们都是 1 2, , , mθ θ θL 的函数，即 

( ) ( )k
k kv X E X v= = 1 2( , , , )mθ θ θL   ( 1, 2, ,k m= L ). 

从总体 X中抽取样本 1 2, , , nX X XL ，取样本 k阶原点矩 kV =
1

1 n
k
i

i

X
n =
∑ 作为总体

X 的 k阶原点矩 ( )kv X 的估计量，即 

ˆ ( )kv X =
1

1 n
k
i

i

X
n =
∑   ( 1, 2, ,k m= L ). 

由此得方程组 
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1 1 2
1

2
2 1 2

1

1 2
1

1( , , , )  

1( , , , )  

1( , , , ) .

n

m i
i
n

m i
i

n
m

m m i
i

v X
n

v X
n

v X
n

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

=

=

=


=




=





=


∑

∑

∑

L

L

M

L

，

，
 

求这个方程组的解，得 

1 1 1 2

2 2 1 2

1 2

ˆ ˆ ( , , , )
ˆ ˆ ( , , , )

ˆ ˆ ( , , , ).

n

n

m m n

X X X

X X X

X X X

θ θ

θ θ

θ θ

 =


=


 =

L

L
M

L

，

， 

它们分别是未知参数 1 2, , , mθ θ θL 的估计量，称为矩估计量．如果已知样本观

测值为 1 2, , , nx x xL ，则矩估计量的观测值 

1 1 1 2

2 2 1 2

1 2

ˆ ˆ ( , , , )
ˆ ˆ ( , , , )

ˆ ˆ ( , , , ).

n

n

m m n

x x x

x x x

x x x

θ θ

θ θ

θ θ

 =


=


 =

L

L
M

L

，

， 

分别是未知参数 1 2, , , mθ θ θL 的矩估计值．这种求未知参数的点估计的方法称为矩

估计法. 
例 6.1.1  设总体 X 在区间[0, ]θ 上服从均匀分布，其中 0θ > 是未知参数，如

果取得样本观测值为 1 2, , , nx x xL ，求θ的矩估计值. 

解  因为总体 X 的概率密度 
1 (0 )

( ; )
0

x
f x

θ
θ θ

 < <= 


， ，

，
 

其中只有一个未知参数θ，所以只需考虑总体 X 的一阶原点矩 
 

1
 0

( ) ( ) d
2

xv X E X x
θ θ

θ
= = =∫ ， 

用样本一阶原点矩 1V =
1

1 n

i
i

X
n =
∑ 作为 1( )v X 的估计量，即有 

2
θ =

1

1 n

i
i

X
n =
∑ ， 

由此解得θ的矩估计量是 

(其他). 
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1

2ˆ 2 2
n

i
i

X X
n

θ
=

= =∑ ， 

而θ的矩估计值就是 

1

2ˆ 2 2
n

i
i

x x
n

θ
=

= =∑ . 

例 6.1.2  设总体 X 服从正态分布 2( , )N µ σ ，其中µ 及 2σ 都是未知参数，如

果取得样本观测值为 1 2, , , nx x xL ，求µ 及 2σ 的矩估计值. 

解  因为总体 X 的分布中有两个未知参数，所以应该考虑一、二阶原点矩，
于是有 

1( ) ( )v x E X µ= = ， 
2 2 2 2

2 ( ) ( ) ( ) [ ( )]v x E X D X E X σ µ= = + = + . 

于是，按矩估计法得方程组 

1

2 2 2

1

1  

1 .

n

i
i

n

i
i

X
n

X
n

µ

σ µ

=

=


=



 + =

∑

∑

，

 

解得µ 及 2σ 的矩估计量为 

1

22 2 2

1 1

1ˆ

1 1ˆ ( ) .

n

i
i

n n

i i
i i

X X
n

X X X X
n n

µ

σ

=

= =


= =



 = − = −

∑

∑ ∑

，

 

而 µ 及 2σ 的矩估计值就是 

1

2 2 2

1

1ˆ

1ˆ ( ) .

n

i
i

n

i
i

x x
n

x x
n

µ

σ σ

=

=


= =



 = − =

∑

∑ %

，

 

由此可见，总体均值 ( )E X 的矩估计值是样本均值 x ；总体方差 ( )D X 的矩估计

值就是样本二阶中心矩 2σ% ．从解题过程易知，这个结论不仅对正态总体成立，而且
无论总体 X 服从什么分布，只要总体的均值与方差存在，上述结论都是成立的. 

矩估计法的优点是直观、简便；特别是，正如前面已经指出的，对总体的均

值与方差进行估计时，并不一定要知道总体服从什么分布，但是，矩估计法对于

那些原点矩不存在的总体是不适用的. 
例 6.1.3  设 ~X ( ),U a b ，一个样本为 1 2, , , nX X XL ，求参数 a b、 的矩估计. 

解  因为 
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2 2

( ) 2 ( )   
2

( ) ( ( ) )( ) ( ).
12 3

a bE X b E X a

b a E X aD X D X

+ = ⇒ = −


− − = ⇒ =

，
 

故 
( ) 3 ( ),   ( ) 3 ( )a E X D X b E X D X= − = + ， 

则 

1

3ˆ ˆˆ ( ) 3 ( ) ( )
n

i
i

a E X D X X X X
n =

= − = − −∑ ， 

1

3ˆ ˆ ˆ( ) 3 ( ) ( )
n

i
i

b E X D X X X X
n =

= + = + −∑ . 

二、最大似然估计法 

（1）设总体 X 是离散型随机变量，概率函数是 ( ; )p x θ ，其中θ是未知参数．从
总体 X 中抽取样本 1 2, , , nX X XL ，如果得到的样本观测值为 1 2, , , nx x xL ，则表明

随机事件 1 1 2 2, , , n nX x X x X x= = =L 发生了．因为随机变量 1 2, , , nX X XL 相互独

立，并且与总体 X 有相同的概率函数，所以上述 n个相互独立的随机事件的交的
概率为 

1 11

( ( )) ( ) ( ; )
n n n

i i i i i
i ii

P X x P X x p x θ
= ==

= = = =∏ ∏I ， 

设 

( )L θ =
1

( ; )
n

i
i

p x θ
=

∏ ，                    （6.1.1） 

函数 ( )L θ 称为似然函数，对于已取定的 1 2, , , nx x xL ，它是未知参数θ的函数． 

最大似然估计法的直观想法就是：如果抽样的结果得到样本观测值

1 2, , , nx x xL ，则应当这样选取参数θ的值，使这组样本观测值出现的可能性最大，

也就是使似然函数 ( )L θ 达到最大值，从而求得参数θ的估计值 θ̂ ．利用最大似然

估计法求得的参数估计值称为最大似然估计值 . 
求未知参数θ的最大似然估计值的问题，就是求似然函数 ( )L θ 的最大值点的

问题．当似然函数 ( )L θ 可导时，这个问题可以通过解下面的似然方程 
( ) 0dL

d
θ
θ

=                           （6.1.2） 

来解决．因为 ln ( )L θ 是 ( )L θ 的增函数，所以 ln ( )L θ 与 ( )L θ 在θ的同一值处取得最

大值．因此，也可以将上面方程换成下面的方程 
ln ( ) 0d L
d

θ
θ

= .                        （6.1.3） 
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解上面两个方程，就可以得到参数θ的最大似然估计值. 
例 6.1.4  设总体 X 服从泊松分布 ( )P λ ，其中λ >0 为未知参数．如果取得样

本观测值为 1 2, , , nx x xL ，求参数λ的最大似然估计值. 

解  有概率函数 

( ; ) e
!

x

p x
x

λλ
λ −=    ( x = 0,1,2,…)， 

所以，按（6.1.1），似然函数为 

( )L λ =
1

1

1

e e
! ( !)

n

i
i i

x
xn

n
n

i i
i

i

x x

λ λλ λ =
− −

=

=

 
= 

 

∑
∏

∏
， 

取对数，得 

1 1

ln ( ) ln ln( !)
n n

i i
i i

L x x nλ λ λ
= =

 
= − − 

 
∑ ∑ ， 

于是，按（6.1.3）得到方程 

1

ln ( ) 1 0
n

i
i

d L x n
d

λ
λ λ =

= − =∑ ， 

由此解得λ的最大似然估计值为 

1

1ˆ
n

i
i

x x
n

λ
=

= =∑ . 

（2）设总体 X 是连续随机变量，概率密度为 ( ; )f x θ ，其中θ是未知参数．从
总体 X 中抽取样本为 1 2, , , nX X XL ，如果得到的样本观测值为 1 2, , , nx x xL ，则随

机变量 iX 落在点 ix 的领域（设其长度为 ix∆ ）内的概率近似等于 ( ; )if x θ ix∆
（ 1,2, ,i n= L ）．因为这 n个随机事件相互独立，所以它们的交的概率近似等于

1

( ; ) .
n

i i
i

f x xθ
=

∆∏ 按最大似然估计法，应该选择未知参数 θ 的值使得概率

1

( ; )
n

i i
i

f x xθ
=

∆∏ 达到最大值．因为 ix∆（ 1,2, ,i n= L ）与θ无关，所以代替公式（6.1.1），

取似然函数为 

( )L θ =
1

( ; )
n

i
i

f x θ
=

∏ ，                  （6.1.4） 

再按上述方法求参数θ的最大似然估计值. 
例 6.1.5  设总体 X 服从指数分布 e( )λ ，概率密度为 

e ( 0)( ; )
0 ( 0).

x xf x
x

λλ
λ

− >
= 

 ≤

， ；

，
 

其中 0λ > 为未知参数．如果取得样本观测值为 1 2, , , nx x xL ，求参数λ的最大似然
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估计值. 
解  按公式（6.1.4），似然函数为 

( )L λ = 1

1

( e ) e

n

i
i i

xn
x n

i

λ
λλ λ =

−
−

=

=
∑

∏ ， 

取对数，得 

1

ln ( ) ln
n

i
i

L n xλ λ λ
=

= − ∑ ， 

按（6.1.3）得方程 
ln ( )d L n
d

λ
λ λ

= −
1

0
n

i
i

x
=

=∑ ， 

由此解得λ的最大似然估计为 

1

1ˆ
n

i
i

n
xx

λ

=

= =

∑
. 

当总体 X 的分布中含有多个未知参数 1 2, , , mθ θ θL 时，最大似然估计法也是适

用的．这时，得到的似然函数 L是这些参数的多元函数 1 2( , , , )mL θ θ θL ．为了求似

然函数 L的最大值，代替方程（6.1.2）或（6.1.3），有方程组： 

0
j

L
θ

∂
=

∂
  ( 1,2, ,j m= L )；                  （6.1.5） 

或 
ln 0

j

L
θ

∂
=

∂
  ( 1,2, ,j m= L ).                  （6.1.6） 

解上面方程组（6.1.5）或（6.1.6），就可以得到参数 1 2, , , mθ θ θL 的最大似然估

计值. 
例 6.1.6  设总体 X 服从正态分布 2( , )N µ σ ，其中µ 及σ >0 都是未知参数，

如果取得样本观测值为 1 2, , , nx x xL ，求参数µ 及σ 的最大似然估计值. 

解  似然函数为 
2

2
( )

2

1

1( , ) e
2π

ixn

i

L
µ

σµ σ
σ

−
− −

=

= ∏  

                          =
2

2
1

1 ( )
21 e

2π

n

i
i

n x µ
σ

σ
=

− − 
 
 

∑
， 

取对数，得 

2
2

1

1ln ( , ) ln(2π) ln ( )
2 2

n

i
i

nL n xµ σ σ µ
σ =

= − − − −∑ ， 
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对 µ 及σ 求偏导数，并让其等于零，得 

2
1

2
3

1

ln 1 ( ) 0

ln 1 ( ) 0.

n

i
i
n

i
i

L x

L nx

µ
µ σ

µ
σ σσ

=

=

 ∂
= − = ∂


∂ = − − = ∂

∑

∑

；

 

解此方程组，即得µ 及σ 得最大似然估计值是 

1

1ˆ
n

i
i

x x
n

µ
=

= =∑ ， 

2

1

1ˆ ( )
n

i
i

x x
n

σ σ
=

= − =∑ % . 

我们指出，最大似然估计具有下述性质： 
设参数θ的函数 ( )ϕ ϕ θ= 具有单值反函数 ( )θ θ ϕ= ，如果θ̂是θ的最大似然估

计，则 ˆˆ ( )ϕ ϕ θ= 是 ( )ϕ θ 的最大似然估计. 

因此，由例 6.1.6可知，正态总体的方差 2 ( 0)σ σ > 的最大似然估计值 

2σ̂ = 2

1

1 ( )
n

i
i

x x
n =

−∑ = 2σ% . 

所以，正态总体的均值及方差的最大似然估计与矩估计是相同的. 

6.2  衡量点估计量好坏的标准 

上一节学习了两种总体分布中求未知参数点估计的方法，它们是矩估计法和

最大似然估计法．对于同一个未知参数，用不同的估计法得到的点估计量一般是

不相同的，那么哪一个估计量更好呢？为此需要建立判别估计量好坏的标准，而

参数θ的所谓“最佳估计量” 1 2
ˆ( , , , )nX X Xθ L 应当是在某种意义下最接近于θ . 

最佳估计量 1 2
ˆ( , , , )nX X Xθ L 应符合下列标准： 

一、无偏性 

设参数θ的估计量θ̂ = 1 2
ˆ( , , , )nX X Xθ L 的数学期望存在且等于θ，即 

ˆ( )E θ θ= ， 

则称θ̂是参数θ的无偏估计量 . 
设样本观测值为 1 2, , , nx x xL ，则称 1 2

ˆ( , , , )nx x xθ L 为参数θ的无偏估计值 . 

显然，用参数θ的无偏估计量θ̂代替参数θ时所产生的误差的数学期望为零，
即不含有系统误差. 

例 6.2.1  设总体 X 的均值 ( )E X µ= ，方差 2( )D X σ= ，证明 
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（1）样本均值
1

1 n

i
i

X X
n =

= ∑ 是总体均值µ 的无偏估计量. 

（2）样本方差 2 2

1

1 ( )
1

n

i
i

S X X
n =

= −
− ∑ 是总体方差 2σ 的无偏估计量. 

证：（1）因为样本 1 2, , , nX X XL 相互独立，且与总体 X 服从相同分布，所
以有 

2( ) , ( )i iE X D Xµ σ= =  ( 1,  2,  ,i n= L )， 

由于 

1 1 1 1

1 1 1 1 1( ) ( )
n n n n

i i i
i i i i

E X E X E X E X n
n n n n n

µ µ µ
= = = =

   
= = = = = ⋅ =   

   
∑ ∑ ∑ ∑ ， 

所以样本均值 X 是总体均值µ 的无偏估计量. 

（2）因为 

2 2

1

1 ( )
1

n

i
i

S X X
n =

= −
− ∑ =

22

1

1
1

n

i
i

X nX
n =

 
− −  

∑ ， 

利用关于方差的定理得 
2( )iE X = ( )iD X + 2 2 2[ ( )]iE X σ µ= +   ( 1,2, ,i n= L )， 

              
2

( )E X = ( )D X + 2[ ( )]E X  

   2

1

1 n

i
i

D X
n

µ
=

 
= + 

 
∑ = 2

2
1

1 ( )
n

i
i

D X
n

µ
=

+∑      

 =
2

2 2 2
2

1 n
nn

σ
σ µ µ⋅ + = + ， 

于是，利用关于数学期望的定理得 

             
22 2

1

1( )
1

n

i
i

E S E X nX
n =

  
= −  −   

∑  

     = 1
1n −

22

1

( ) ( )
n

i
i

E X nE X
=

 
− 

 
∑  

      = 1
1n −

2
2 2 2 2( )n n

n
σ

σ µ µ σ
  

+ − + =  
   

， 

所以， 2S 是 2σ 的无偏估计量： 
2 2ˆ Sσ = . 

应当指出，同一参数θ的无偏估计量不是唯一的．例如，有 ( )iE X µ= ，这表

明任一样本 iX ( i =1,2,…, n )都是总体均值 µ 的无偏估计量．在参数θ 的许多无偏

估计量中，当然是以对θ的平均偏差较小者为好，也就是说，较好的估计量应当有
尽可能小的方差．为此，引进点估计的第二个标准. 
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二、有效性 

设 1̂θ = 1 1 2
ˆ ( , , , )nX X Xθ L 与 2 2 1 2

ˆ ˆ ( , , , )nX X Xθ θ= L 都是参数θ 的无偏估计量，

如果 

1̂( )D θ < 2̂( )D θ  

则称 1̂θ 较 2̂θ 有效. 

当样本容量 n一定时，若θ的所有无偏估计量中，θ̂的方差 ˆ( )D θ 最小，则称θ̂

是参数θ的有效估计量. 

例 6.2.2  证明样本均值 X 作为总体均值 µ 的估计量较个别样本 iX  
( 1,  2,  ,i n= L )有效. 
证：由例 6.2.1知， X 与 iX 都是总体均值µ 的无偏估计量，即 

( )E X µ= ， ( )iE X µ=   ( 1,  2,  ,i n= L )， 

又 

2
1 1

1 1( ) ( )
n n

i i
i i

D X D X D X
n n= =

 
= = 

 
∑ ∑ =

2
2

2
1 n

nn
σ

σ = ， 2( )iD X σ=   ( 1,  2,  ,i n= L ). 

所以当 2n≥ 时， ( ) ( )iD X D X< ，故样本均值 X 作为总体均值 µ 的估计量较
个别样本 iX ( 1,  2,  ,i n= L )有效. 

例 6.2.3  从总体 X 中抽取样本 1 2 3, ,X X X ，证明下列三个统计量 

31 2
1̂ 2 3 6

XX X
θ = + + ， 31 2

2̂ 2 4 4
XX X

θ = + + ， 31 2
3̂ 3 3 3

XX X
θ = + +  

都是总体均值 ( )E X µ= 的无偏估计量，并确定哪个估计量更有效. 

证：      31 2
1̂( )

2 3 6 2 3 6
XX X

E E µ µ µ
θ µ = + + = + + = 

 
， 

         31 2
2̂( )

2 4 4 2 4 4
XX X

E E µ µ µ
θ µ = + + = + + = 

 
， 

         31 2
3̂( )

3 3 3 3 3 3
XX X

E E µ µ µ
θ µ = + + = + + = 

 
. 

所以三个统计量都是总体均值µ 的无偏估计量. 

         
2 2 2

231 2
1

28ˆ( )
2 3 6 4 9 36 72

XX X
D D σ σ σ

θ σ = + + = + + = 
 

， 

         
2 2 2

231 2
2

27ˆ( )
2 4 4 4 16 16 72

XX X
D D σ σ σ

θ σ = + + = + + = 
 

， 

         
2 2 2

231 2
3

24ˆ( )
3 3 3 9 9 9 72

XX X
D D σ σ σ

θ σ = + + = + + = 
 

， 
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由于 2
3

24ˆ( )
72

D θ σ= 的值最小，所以 3̂θ 是三个估计量中最有效估计量. 

还应指出，估计量 1 2
ˆ( , , , )nX X Xθ L 是与样本容量n有关的，为了明确起见，不

妨记作 n̂θ ．希望当n越大时，对θ的估计越精确．于是引进点估计的第三个标准． 

三、一致性 

如果当 n → ∞时， n̂θ 按概率收敛于θ，即对于任意给定的正数ε ，有 
ˆlim (| | ) 1nn

P θ θ ε
→∞

− < = ， 

则称 n̂θ 是参数θ的一致估计量 . 

例 6.2.4  设总体 X 的均值 ( )E X µ= ，方差 2( )D X σ= ，证明样本均值

1

1 n

i
i

X X
n =

= ∑ 是总体均值µ 的一致估计量. 

证：因为样本 1 2, , , nX X XL 相互独立，且与总体 X 服从相同的分布，所以 
2( ) , ( )i iE X D Xµ σ= =   ( 1,  2,  ,i n= L )， 

于是，由切比雪夫定理知： 

1 1

1 1lim ( )   lim (| | ) 1
n n

i in n
i i

P X E X P X
n n

ε µ ε
→∞ →∞

= =

 
− < = − < =  

 
∑ ∑ . 

所以 X 是 µ 的一致估计量. 

此外，还可以证明：样本方差 2S 是总体方差 2σ 的一致估计量. 
综上所述，对于未知参数θ的估计量，可以运用无偏性、有效性、一致性来判

断其优劣，以便选择出较好的估计量. 

6.3  参数的区间估计 

前面两节介绍了点估计的概念．点估计只是给出了待估参数或参数函数的值

是多少，但无法回答如估计误差有多大、在允许可靠范围之内最大估计误差是多

少等这样的问题，这正是下面内容要回答的问题． 
区间估计就是将一个未知参数或参数函数值估在一个区间范围之内，例如一

个人的年龄，可以估计为 30岁，这就是点估计；但也可估计其年龄在 29岁到 31
岁之间，这种估计就是区间估计．从直观上说，后者给人的印象要比前者更为可

信，因为后者已经把可能出现的误差考虑在内． 
先看下面两个例子． 
例 6.3.1  某农作物的平均亩产量 X （单位：kg）服从正态分布 2( ,100 )N µ ，

今随机抽取 100亩进行试验，观察其亩产量值 1 2 100, , ,x x xL ，基此算出 x =500kg，
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因此 µ 的点估计值为 500．由于抽样的随机性，µ 的真值与 x 的值总有误差，希
望以 95%的可靠度估计 x 与 µ 的最大误差是多少？ 

因为，
2

~ ,X N
n

σ
µ

 
 
 

，从而存在 c >0，使得 

(| | ) 0.95P X cµ− =≤ ， 
因此，这个 c就是可允许的最大误差． 

注意：事件 | |X cµ− ≤ 等价于 [ , ]X c X cµ ∈ − + ，这就是说：随机区间

[ , ]X c X c− + 覆盖未知参数 µ 有 95%的机会，习惯上称此随机区间为µ 的区间估

计． 
例 6.3.2  某工厂欲对出厂的一批电子器件的平均寿命进行估计，随机地抽取

n件产品进行试验，通过对试验的数据的加工得出该批产品是否合格的结论？并要
求此结论的可信程度为 95%，应该如何来加工这些数据？ 
对于“可信程度”如何定义，下面再说，但从常识可以知道，通常对于电子

元器件的寿命指标往往是一个范围，而不必是一个很准确的数．因此，在对这批

电子元器件的平均寿命估计时，寿命的准确值并不是最重要的，重要的是所估计

的寿命是否能以很高的可信程度处在合格产品的指标范围内，这里可信程度是很

重要的，它涉及到使用这些电子器件的可靠性．因此，若采用点估计，不一定能

达到应用的目的，这就需要引入区间估计. 
区间估计粗略地说是用两个统计量 1̂θ 和 2̂θ 1 2

ˆ ˆ( )θ θ≤ 所决定的区间 1 2
ˆ ˆ[ , ]θ θ 作为

参数θ取值范围的估计．显然，一般地这样说是没有多大的意义的，首先，这个估
计必须有一定的精度，即是说 2 1

ˆ ˆθ θ− 不能太大，太大不能说明任何问题；其次，这

个估计必须有一定的可信程度，因此 2 1
ˆ ˆθ θ− 又不能太小，太小难以保证这一要求．比

如从区间[1,100]去估计某人的岁数，虽然绝对可信，却不能带来任何有用的信息；
反之，若用区间[30,31]去估计某人的岁数，虽然提供了关于此人年龄的信息，却很
难使人相信这一结果的正确性．希望既能得到较高的精度，又能得到较高的可信

程度，但在获得的信息一定（如样本容量固定）的情况下，这两者显然是不可能

同时达到最理想的状态．通常是采取将可信程度固定在某一需要的水平上，求得

精度尽可能高的估计区间. 
下面给出区间估计的正式的定义. 
设 1 2, , , nX X XL 是来自总体 ( , )f x θ 的样本，对于参数θ ，如果有两个统计量

1 1 1 2
ˆ ˆ ( , , , )nX X Xθ θ= L ， 2 2 1 2

ˆ ˆ ( , , , )nX X Xθ θ= L ，满足对给定的 (0,1)α ∈ ，有 

1 2
ˆ ˆ{ } 1P θ θ θ α= −≤ ≤ ， 

则称区间 1 2
ˆ ˆ[ , ]θ θ 是θ的一个区间估计或置信区间， 1̂θ ， 2̂θ 分别称为置信下限、置

信上限，1 α− 称为置信水平．一旦样本有观测值 1 2, , , nx x xL ，则称相应的 

1 1 2
ˆ[ ( , , , )nx x xθ L ，

2 1 2
ˆ ( , , , )]nx x xθ L  
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为置信区间的观察值． 
这里的置信水平，就是对可信程度的度量．置信水平为1 α− ，在实际上可以

这样来理解如取1 95%α− = ，就是说若对某一参数θ取 100个容量为 n的样本，用
相同方法做 100 个置信区间． ( ) ( )

1 2
ˆ ˆ[ , ]k kθ θ ( 1, 2, ,100k = L )，其中有 95 个区间包含

真参数θ．因此，当实际上只做一次区间估计时，有理由认为它包含真参数．这样
判断当然也可能犯错误，但犯错误的概率只有 5%． 

下面来讨论一下区间估计的一般步骤． 
（1）设欲估参数为θ，先取θ的一个点估计 θ̂ ，它满足两点：一是它较前面

提出的标准应该是一个“好的”估计量，二是它的分布形式应该已知，且只依赖

未知参数θ． 
（2）所求的区间考虑为θ̂的一个邻域 ˆ ˆ[ , ]a bθ θ− + ， , 0a b > ，使得对于0 1α< < ， 

ˆ ˆ{ } 1P a bθ θ θ α− + = −≤ ≤ ，                 （6.3.1） 
且一般要求 a b+ 尽可能小．为确定 a b、 ，须用解不等式的方法将（6.3.1）式中的
随机事件变成类似于下述等价形式： 

1 2
ˆ ˆ{ } { ( ) ( , , ; ) ( )}na b g a T X X X g bθ θ θ θ− + = − L≤ ≤ ≤ ≤ .      （6.3.2） 

其中， ( )g x 为可逆的 x的已知函数， 1 2( , , , ; )nT T X X X θ= L 的分布与θ无关且已知，
一般其分位点应有表可查，这是关键的一步．于是就可得出 ( )g a 、 ( )g b 为某个分
位点，如 ( )g a c= 、 ( )g b d= . 
（3）从 ( )g a 和 ( )g b 的表达式中解出 a b、 即可. 

区间估计涉及到抽样分布，对于一般分布的总体，其抽样分布的计算通常有

些困难，因此，我们将主要研究正态总体参数的区间估计问题. 

6.4  正态总体均值与方差的区间估计 

设 1 2, , , nX X XL 为 2( , )N µ σ 的样本，对给定的置信水平1 α− ( 0 1α< < )，分别

研究参数µ 与 2σ 的区间估计. 

一、正态总体均值µ 的区间估计 

在上述前提下，求µ 的置信水平为1 α− 的区间估计． 考虑µ 的点估计为 X 和
2

~ ,X N
n

σ
µ

 
 
 

，确定 0 0a b> >、 使 

( ) { } 1P A P X a X b aµ= − + = −≤ ≤ ， 
且使区间长 a b+ 尽可能小．下面分两种情况. 

1． 2σ 已知 
变换事件 A，使 A表成式（6.3.2）的形式： 
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/ / /
a X bA

n n n
µ

σ σ σ

 − − =  
  

≤ ≤  

这里 ( ) ~ (0,1)
/

XU N
n

µ
µ

σ
−

= ，为使 ( ) 1P A α= − ，又要尽量使 a b+ 最小，亦即

使
/

a b
nσ

+
最小，如图 6-1 所示，从 (0,1)N 密度函数的特点来看（对称、原点附近

密度最大，往两边密度减小），只有取
2/ /

a b
n n αµ

σ σ
= = ，即

2

/a b nαµ σ= = ，

从而所求的区间是 

2 2 
u u

X X
n n

α ασ σ 
 − +
  

, .                   （6.4.1） 

 
图 6-1 

例 6.4.1  从一批零件中，抽取 9个零件，测得其直径（单位：mm）为： 
19.7  20.1  19.8  19.9  20.2  20.3 
设零件直径服从正态分布 2( , )N µ σ ，且已知σ =0.21mm，求这批零件直径的

均值µ 的置信水平为 0.95及 0.99的置信区间. 

解  有 x ≈ 20.01mm. 
如果置信水平1 α− =0.95，则α =0.05，查正态分布表得 0.025

2

1.96u uα = = . 由

此得 
0

2

0.21 1.96 0.14
9

u
n α

σ
= × ≈ mm， 

所以，置信区间为 
(19.87,20.15) mm. 

如果置信水平1 α− =0.99，则α =0.01，查附表 2得 0.005 0.005
2

( ) 2.58u u tα = = ∞ = .

由此得 
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0

2

0.21 2.58 0.18
9

u
n α

σ
= × ≈ mm， 

所以，置信区间为 
(19.83,20.19) mm. 

从这个例子，可以看到，当样本容量 n一定时，为了提高区间估计的可靠性，
应当取较高的置信水平，但这时求出的置信区间也较大，这样就使估计的精确度

降低；如果要提高估计的精确度，则应当缩小置信区间，然而对应的置信水平也

将随之降低．由此可见，区间估计与置信水平有密切的关系. 
2． 2σ 未知 
将事件 A变换成式（6.3.2）的形式 

/ 1 / 1 / 1
a X bA

S n S n S n
µ − − =  

− − −  
≤ ≤ . 

已知 ( ) ~ ( 1)
/ 1

XT t n
S n

µ
µ

−
= −

−
，为使 ( ) 1P A α= − ，且区间尽量短，与 (0,1)N 情

形一样，只有取
2

( 1)
/ 1 / 1

a b t n
S n S n α= = −

− −
．因此所求区间为  

2 2
( 1) ( 1)

 
1 1

t n S t n S
X X

n n

α α− − 
 − +

− −  
, .              （6..4.2） 

 
图 6-2 

例 6.4.2  在上面例 6.4.1 中，设σ 未知，求零件直径的均值 µ 的置信水平为

0.95的置信区间. 
解  有 

20.01x ≈ mm， 0.203s ≈ mm， 
已给置信水平1 α− =0.95，则α =0.05；自由度 9 1 8k = − = ；查 t 分布表得

0.025
2

(1 ) (8) 2.31t tα α− = = ．由此得 

2

0.203 2.31 0.16
9

s t
n α = × ≈ mm， 
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所以，置信区间为 
(19.85,20.17) mm. 

例 6.4.3  一批零件尺寸服从 2( , )N µ σ ，对µ 进行区间估计( 2σ 未知)，要求估
计精度不低于 2δ ，置信水平保持为1 α− ，问至少要抽取多少件产品作为样本？ 
解  显然，此处要求 

{ } 1P X Xδ µ δ α− + = −≤ ≤ ， 

由式（6.4.2）知
1

2

( 1) / 1t n S nαδ
−

= − − ， 

故 
2

1
2

( 1)
1

t n S
n

α

δ

−
− 

 = + 
 
 

， 

上式不是 n的显式，但对于具体数值，可采取“试算法”来确定 n．一般是先对 2S
作个大致估计（可以由以往的经验确定），然后用试算的方式确定适合上面方程的

n．例如若估计出 2 200S ≈ ，又已知 10, 0.05δ α= = ，来试算 n： 
取 2

0.975 0.97510 (9) 2.2622 (9) 2 1 11.24n t t= = × + ≈， ， ， 

取 2
0.975 0.97511 (10) 2.2281 (10) 2 1 10.93n t t= = × + ≈， ， ， 

显然，如果任正整数不可能严格满足上面方程的话，则应取使方程左边大于

右边的最小的 n，因此应该取 11n = ． 

二、方差 2σ 的区间估计  

1． 0µ µ= 已知 

样本函数 

2 2
02

1

1 ( ) ~
n

i
i

Xχ µ
σ =

= −∑ 2 ( )nχ . 

2χ 分布的分布曲线是不对称的，对于已给的置信水平1 α− ，要想找到最短的

置信区间是困难的．因此，仿照上述分布曲线为对称的情形，选取这样的的区间

( 2

1
2

( )nαχ
−

， 2

2

( )nαχ )，使得 

2 2

1
2

( )P nαχ χ
−

 
  
 
≥ =1

2
α

− ， 2 2

2

( )P nαχ χ
 
  
 
≥ =

2
α
， 

是合理的如图 6-3所示．于是，有 

2 2 2

1
2 2

( ) ( )P n nα αχ χ χ
−

 
< <  

 
=1 α− ， 
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2 2 2
021 12 2

1( ) ( ) ( )
n

i
i

P n X nα αχ µ χ
σ−

=

 
< − <  

 
∑ =1 α− ， 

即 

P

2 2
0 0

21 1
2 2

1
2 2

( ) ( )

( ) ( )

n n

i i
i i

X X

n nα α

µ µ
σ

χ χ
= =

−

 
− − 

 < <
 
 
 

∑ ∑
=1 α− . 

 
图 6-3 

上式表明，总体方差 2σ 的置信水平为1 α− 的置信区间是 

2 2
0 0

1 1
2 2

1
2 2

( ) ( )
,

( ) ( )

n n

i i
i i

X X

n nα α

µ µ

χ χ
= =

−

 
− − 

 
 
 
 

∑ ∑
. 

由此得到总体标准差σ 的置信水平为1 α− 的置信区间是 

2 2
0 0

1 1
2 2

1
2 2

( ) ( )
,

( ) ( )

n n

i i
i i

X X

n nα α

µ µ

χ χ
= =

−

 
− − 

 
 
  
 

∑ ∑
. 

2． µ 未知 

样本函数 
2

2
2

( 1) ~n S
χ

σ
−

= 2 ( 1)nχ − ， 

与上面类似，对于已给的置信水平1 α− ，有 
2

2 2
21

2 2

( 1)( 1) ( 1) 1n SP n nα αχ χ α
σ−

 −
− < < − = −  

 
， 

即 
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2 2
2

2 2

1
2 2

( 1) ( 1) 1
( 1) ( 1)

n S n SP
n nα α

σ α
χ χ

−

 
 − −

< < = − − − 
 

. 

上式表明，总体方差 2σ 的置信水平为1 α− 的置信区间是 

2 2

2 2

1
2 2

( 1) ( 1)
( 1) ( 1)

n S n S
n nα αχ χ

−

 
 − −
 − − 
 

, . 

由此得到总体标准差σ 的置信水平为1 α− 的置信区间是 

2 2

2 2

1
2 2

( 1) ( 1),
( 1) ( 1)

n S n S
n nα αχ χ

−

 
 − −
 

− − 
 

. 

例 6.4.4  在上面例 6.4.1中，求零件直径的方差 2σ 的置信水平为 0.95的置信
区间，如果： 

（1）已知零件直径的均值 20µ = mm； 
（2）µ 未知. 
解  （1）已知 20µ = ，不难计算 

9
2

1

( 20) 0.33i
i

x
=

− =∑ mm2. 

已给置信水平1 α− =0.95，则α =0.05；自由度 k =9；查 2χ 分布表， 

2

1
2

( )nαχ
−

= 2
0.975 (9)χ =2.70， 2

2

( )nαχ = 2
0.025 (9)χ =19.0. 

所以，所求置信区间为 
0.33 0.33
19.0 2.70

 
 
 

, ， 

即 
(0.0174, 0.1222)  mm2. 

（2）µ 未知，有 
2 0.0411s ≈ mm2. 

已给置信水平1 α− =0.95，则α =0.05；自由度 k =9；查附表得 
2

1
2

( 1)nαχ
−

− = 2
0.975 (8)χ =2.18， 2

2

( 1)nαχ − = 2
0.025 (8)χ =17.5. 

所以，所求置信区间为 
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8 0.0411 8 0.0411
17.5 2.18

× × 
 
 

, ， 

即 
(0.0188, 0.1508)  mm2. 

6.5  两个正态总体均值差及方差比的置信区间 

现在讨论关于两个正态总体的均值差及方差比的区间估计问题. 
设总体 X 服从正态分布 2

1 1( , )N µ σ ，从其中抽取容量为 1n 的样本，得到样本观

测值为
11 2, , , nx x xL ；又设总体Y 服从正态分布 2

2 2( , )N µ σ ，从其中抽取容量为 2n 的

样本，得到样本的观测值为
21 2, , , ny y yL ；求两个总体的均值差 1 2µ µ− 及方差比

2
1
2
2

σ
σ

的置信水平为1 α− 的置信区间. 

一、两个正态总体均值差的区间估计 

1． 2
1σ 及 2

2σ 已知 

当 2
1σ 及 2

2σ 已知时，有 
2
1

1
1

~ ,X N
n

σ
µ

 
 
 

，
2
2

2
2

~ ,Y N
n
σ

µ
 
 
 

，
2 2
1 2

1 2
1 2

~ ,X Y N
n n

σ σ
µ µ

 
− − + 

 
， 

得 

1 2
2 2
1 2

1 2

( ) ( ) ~ (0,1)X Y N

n n

µ µ

σ σ

− − −

+

， 

对于已知置信水平1 α− ，则有 

1 2
2 2

21 2

1 2

| ( ) ( ) |
1

X Y
P u

n n

α
µ µ

α
σ σ

 − − −
< = − 

 + 
 

， 

即 

2 2
1 2

1 2
1 2 2

| ( ) ( ) |  1P X Y u
n n α
σ σ

µ µ α
 
 − − − < + = −
 
 

， 

所以两个总体均值差 1 2µ µ− 的1 α− 置信区间为 
2 2 2 2
1 2 1 2

1 2 1 22 2

 ,   X Y u X Y u
n n n nα α
σ σ σ σ 

 − − + − + +
 
 

.         （6.5.1） 
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2． 2
1σ 及 2

2σ 未知，假定 2 2
1 2σ σ=  

样本函数 

1 2
1 2

1 2

( ) ( ) ~ ( 2)
1 1

w

X YT t n n
S

n n

µ µ− − −
= + −

+
， 

其中 
2 2

1 1 2 2

1 2

( 1) ( 1)
2w

n S n S
S

n n
− + −

=
+ −

， 

对于已知的置信水平1 α− ，有 

1 2
1 2

2

1 2

| ( ) ( ) | ( 2) 1
1 1

w

X YP t n n
S

n n

α
µ µ

α
 − − −

< + − = − 
 + 
 

， 

即 

1 2 1 2
1 2 2

1 1| ( ) ( ) | ( 2) 1wP X Y S t n n
n n αµ µ α

 
− − − < + ⋅ ⋅ + − = −  

 
， 

故可得两个总体均值差 1 2µ µ− 的置信水平为1 α− 的置信区间为 

1 2 1 2
1 2 1 22 2

1 1 1 1( 2), ( 2)w wX Y S t n n X Y S t n n
n n n nα α

 
− − + ⋅ ⋅ + − − + + ⋅ ⋅ + −  

 
.（6.5.2） 

例 6.5.1  为了估计磷肥对某种农作物的增产作用，分别各选 10块土地，分别
做施肥和不施肥的试验，设施肥的亩产量 2

1 1~ ( , )X N µ σ ，不施肥的亩产量

2
2 2~ ( , )Y N µ σ ．测得如下数据： 1 2 10 600 540n n x y= = = =， ， ，

10
2

1

( ) 6400i
i

x x
=

− =∑ ，

10 2

1

( ) 2400i
i

y y
=

− =∑ ，取置信水平为 95%，求施肥和不施肥的平均亩产之差 1 2µ µ− 的

置信区间. 
解  由题设知 600 540x y= =， ，并求得 

1
22

1 1
1

( 1) ( ) 6400
n

i
i

n S x x
=

− = − =∑ ，
2 22

2 2
1

( 1) ( ) 2400
n

i
i

n S y y
=

− = − =∑ ， 

2 2
1 1 2 2

1 2

( 1) ( 1) 6400 2400 22.11
2 10 10 2w

n S n S
S

n n
− + − +

= = =
+ − + −

， 

由 0.05α = ，查表得
2

(18) 2.10tα = ．故 1 2µ µ− 的置信区间为 
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1 2 1 22 2

1 1 1 1  w wx y S t x y S t
n n n nα α

 
− − + ⋅ ⋅ − + + ⋅ ⋅  

 
，    

     = 1 1 1 1600 540 22.11 2.10,600 540 22.11 2.10
10 10 10 10

 
− − + ⋅ × − + + ⋅ ×  

 
 

     =(60-20.7646,60+20.7646) 
     =(39.2354,80.7646)  
因为置信区间的下限 39.235470，所以在置信水平为1 0.95α− ＝ 下，认为施肥

的平均产量 1µ 大于不施肥的平均亩产量 2µ . 

二、两个正态总体方差比的区间估计 

当 1µ 和 2µ 都未知时，有 
2

21 1
12

1

( 1)
~ ( 1)

n S
nχ

σ
−

− ，
2

22 2
22

2

( 1)
~ ( 1)

n S
nχ

σ
−

− ， 

因此 
2 2
1 1

1 22 2
2 2

~ ( 1, 1)
S

F n n
S

σ
σ

− − . 

对于置信水平1 α− ，如图 6-4所示，有 

 
图 6-4 

2 2
1 2

1 2 1 22 21
1 22 2

( 1, 1) ( 1, 1) 1S SP F n n F n nα α α
σ σ−

 
− − < < − − = −  

 
， 

即 
2 2 2

1 1 1
2 2 2
2 2 2 12 2

1 1 1
S S

P
F FS Sα α

σ
α

σ
−

 
 ⋅ < < ⋅ = −
 
 

. 

所以，两个总体方差比
2
1
2
2

σ
σ
的置信水平为1 α− 的置信区间为 

2 2
1 1
2 2

1 2 1 22 2 12 2

1 1 
( 1, 1) ( 1, 1)

S S
F n n F n nS Sα α−

 
 ⋅ ⋅
 − − − −
 

, .           （6.5.3） 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 

 177 

第6

章  

参
数
估
计 

例 6.5.2  已知两个正态总体 2
1 1~ ( , )X N µ σ ， 2

2 2~ ( , )Y N µ σ ，其中 1µ 和 2µ 未

知，分别测得有关数据为 2 2
1 1 2 24  4.8 5  4.0n S n S= = = =， ， ， ．试求方差比

2
1
2
2

σ
σ
的置信

水平为 90%的置信区间． 
解  由题设知 

2
1
2
2

S
S

= 4.8
4.0

=1.2， 1 2
2

( 1, 1)F n nα − − = 0.05 (3,4)F =6.59 

1 21
2

( 1, 1)F n nα−
− − = 0.95 (3,4)F =

0.05

1
(4,3)F

= 1
9.12

 

由（6.5.3）式知，所求
2
1
2
2

σ
σ
的置信区间为 

11.2 ,  1.2 9.12
6.59

 × × 
 

=(0.182,10.944). 

因为置信区间下限 0.185<1，而上限 10.944>1，所以在置信水平 90%下，可以
认为两个总体的方差没有明显差异． 

6.6  单侧置信区间 

前面所讨论的置信区间都是双侧的，但在实际问题中，有时只需要讨论单侧

置信上限或单侧置信下限就可以了．例如，对于家用电器的使用寿命来说，当然

希望使用寿命越长越好，我们关心的是一批家用电器的平均寿命µ 的下限；又如，

对于产品的次品率来说，当然希望次品率越低越好，我们关心的是一批产品的次

品率的上限． 
定义 6.6.1  设总体 X的分布中含有未知参数θ，对于给定的置信水平1 α− ，

若存在统计量 θ̂ 下，使得 
ˆ( )P θ θ> 下 =1 α− ， 

则称 θ̂ 下为θ的置信水平为1 α− 的单侧置信下限． 

类似地，若存在统计量 θ̂上，使得   
ˆ(P θ θ< 上）=1 α− ， 

则称 θ̂上为θ的置信水平为1 α− 的单侧置信上限． 

设总体 2~ ( , )X N µ σ ，其中 2µ σ、 都未知，由已学过的定理知 

~ ( 1)X t n
S

n

µ−
− ，

2
2

2
( 1) ~ ( 1)n S nχ

σ
−

− ， 
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故有 

( 1) 1XP t n
S

n
α

µ
α

 −
< − = − 

 
 

， 

即 

( 1) 1SP X t n
n αµ α

 
> − − = − 

 
， 

所以，µ 的置信水平为1 α− 的单侧置信下限为 

µ̂下 = ( 1)SX t n
n α− − .                  （6.6.1） 

同理知，有 
2

2
12

( 1) ( 1) 1n SP nαχ α
σ −

 −
> − = − 

 
， 

即   
2

2
2
1

( 1) 1
( 1)

n SP
nα

σ α
χ −

 −
< = − 

− 
， 

所以得 2σ 的置信水平为1 α− 的单侧置信上限为 

2σ̂上
2

2
1

( 1)
( 1)

n S
nαχ −

 −
=  

− 
.                     （6.6.2） 

例 6.6.1  已知电子元件的寿命 X（小时）服从正态分布 2( ,N µ σ ），其中µ 和 2σ

都未知，随机抽取 6个元件测试，得有关数据 24563.2,  1024X S= = ．已给置信水

平为 0.95，试分别求µ 的单侧置信下限和 2σ 的单侧置信上限． 

解  由题设知 4563.2,  32X S= = ．由（6.6.1）式知µ 的置信水平为1 α− 的单

侧置信下限为 

µ̂ =下 ( 1)SX t n
n α− − ， 

其中 0.05( 1) (5) 2.02t n tα − = =  ，代入得 

µ̂ =下 4563.2 32 2.02 4563.2 26.39 4536.81
6

− × = − = ； 

查表得 
2 2
1 0.95( 1) (5) 1.145nαχ χ− − = = ， 

由（6.6.2）式知 2σ 的置信水平为1 α− 的单侧置信上限为 
2

2
2
1

( 1)ˆ
( 1)

n S
nα

σ
χ −

 −
=  

− 
上 = 5 1024 4471.62

1.145
×

= . 
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   概率故事  

社会舆论调查 

即使我下定决心，我仍充满了犹豫． 
——奥斯卡·列文托（Oscar Levant） 

过去，当权者们利用侦探系统来查明公众的观点．或许，由此所收集的信息

帮助他们形成公众政策，制定和实施法律．现代的社会舆论调查的历史，是从盖

洛普民意调查的第一个报告开始的．今天，社会舆论调查在报纸和其他新闻媒介

中已经扮演了一个非常重要的角色．他们收集公众对各种社会、政治和经济问题

上的信息，出版摘要报告．这样的舆论调查在民主政治社会中能起到积极的作

用．他们可以告诉政治领导人和官僚们什么是公众的需要，什么是公众的爱好．他

们也向公众报告新闻来通告公众的想法，或许可在某个重要的问题上帮助公众明

确表现他们的观点． 
通常以某种特定的统计形式宣布公众舆论调查的结果同时需要一定的解

释．例如，播音员说：“赞成总统外交政策的人占 42%，正负误差界限为 4%．”代
替给出单个数字，这里播音员给出一个区间(42-4,42+4) = (38,46)．这是如何得到
的？如何解释呢？ 

假设所有美国成人中，实际赞成总统外交政策的比率为数值 T．为了了解 T
的大小，必须接触每一个美国成人，得到他们对“你赞成总统的外交政策吗？”

这样问题的反应．如果必须要得到一个限时的、迅速的答案，这是不可能的．最

好的方法是求出一个最接近于 T 的估计值．新闻媒介对某一数量的“任意选择的
个体”进行电话采访，得到他们的答案．如果接触了数量为 n的个体，其中有m个
人回答“赞成”，则 T的估计值可为 100×(m/n)．当然，这样的估计是存在一定的
误差的，因为所取的仅仅是某个集合中的样本（美国成人中很小的一部分）．如果

接触另外的n个人，可能得到不同的估计值．如何求出估计值的误差呢？基于两个
统计学家内曼和阿·皮尔森发展起来的一个理论，可以根据算出一个数字ε ，使得
T 的真实值有很高的概率，一般为 95%（或 99%），落于区间(100×(m/n) ε− ,100
×(m/n)+ ε )之内．也就是说，这个区间不包含真实值的事件，等价于在装有 5 个
（或 1个）白球，95个（或 99个）黑球的口袋中随机地抽取一球，抽得白球这样
一个几乎很少发生的事件． 

社会舆论调查的有效性，基于所选择个体的“代表性”．十分明显的是，调查

的结果是依赖于所选择个体所属的政治团体的（民主党或共和党）．即便假设所选

择的个人的政治所属是没有偏差的，如果有些个体不回答问题，有些又恰恰属于

某些特别的政治团体，则结果也会不同．任何调查中，都有不同程度的不回答者，
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这种场合要评价误差是困难的，除非有更多的可利用的信息． 

习题六 

1．设 1 2, , , nX X XL 是取自总体 X 的一个样本，在下列情形下，试求总体参数

的矩估计与最大似然估计： 
（1） ~X (1, )B p ，其中 p未知，0 1p< < ； 
（2） ~X ( )E λ ，其中λ未知，λ >0． 

2．设总体 X 服从“0-1”分布： 
1( ; ) (1 )     ( 0,1)x xp x p p p x−= − = . 

如果取得样本观测值为 1 2, , , nx x xL （ 0 1ix = 或 ），求参数 p的矩估计值与最大似然
估计值． 

3．设总体 X 服从几何分布： 
1( ; ) (1 )     ( 0,1)x xp x p p p x−= − = . 

如果取得样本观测值为 1 2, , , nx x xL ，求参数 p的矩估计值与最大似然估计值． 
4．设 1 2, , , nX X XL 是取自总体 X 的一个样本，其中 X 服从参数为λ 的泊松分

布，其中 λ 未知， λ >0，求 λ 的矩估计值与最大似然估计值．如果得到一组样本
观测值如表 6-1所示. 

表 6-1 

X 0 1 2 3 4 

频数 17 20 10 2 1 

求参数λ 的矩估计值与最大似然估计值． 
5．已知某种灯泡的寿命 ~X 2( , )N µ σ ，但µ 和 2σ 未知，今随机抽取 5 只灯

泡测得寿命（单位：小时）分别为 
1623   1527   1287   1432   1591 

求 µ 和 2σ 的估计值． 
6．设总体在区间 [ , ]a b 上服从均匀分布，但 a b、 未知，现抽取样本

1 2 3 4 5, , , ,X X X X X ，测得一组观测值（1,3,0,4,-2），试用矩估计法估计 a b、 ． 

7．设总体 X 的密度函数为
e ( 0)( , )
0 ( 0).

x xf x
x

λλ
λ

− >
= 

 ≤

， ，

，
，其中参数 λ 未知而待

定，抽样得样本观测值
11 2, , , nx x xL ，求参数λ的极大似然估计． 

8，若 ~X 2( , )N µ σ ，其中µ 和 2σ 均未知，设样本一组观测值为
11 2, , , nx x xL ，

用极大似然估计法估计µ 和 2σ ． 

9．已知某种电子元件的使用寿命（从开始使用到初次失效为止）服从指数分
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布 ( ) e  ( 0, 0)xf x xλλ λ−= > > ，今随机抽取 250 个元件，测得寿命数据如表 6-2 所

示（单位：小时）． 

表 6-2 

寿命时间（小时） 元件数（个） 

0～100 39 

100～200 58 

200～300 47 

300～400 33 

400～500 25 

500～600 22 

600～700 11 

700～800 6 

800～900 7 

900～1000 2 

合计 250 

试采用极大似然估计法估计该指数分布中的参数λ ． 
10．设总体 X 服从二项分布 ( , )B n p ， n为正整数， 0 1p< < ，其中 ,n p均为

未知参数， 1 2, , , mx x xL 是从 X 中抽取的一个样本，试分别求 ,n p的矩估计． 

11．设 1 2 3, ,x x x 是正态总体 2( , )N µ σ 的一个样本，其中 0µ = 并 2σ 未知，求

1 2 3, ,x x x 的似然函数，并对 1 2 3, ,x x x 的一个样本 2.1、2.2、2.0估计 2σ . 

12．设
11 2, , , nx x xL 来自指数分布

1 e ( 0)( , )
0 ( 0)

x

xf x
x

θ
λ θ

−
= 
 <

≥，

，

的样本，试分别用

矩估计法和极大似然法求θ的估计量.  
13．证明：如果已知总体 X 的均值µ ，则总体方差的无偏估计量为 

2 2

1

1ˆ
n

i
i

X
n

σ µ
=

= −∑（ ）， 

其中 1 2, , , nX X XL 是从总体 X 中抽取的样本. 

14．设正态总体 2( , )N µ σ 中µ 未知而 2σ 已知，又设 1 2x x、 是来自正态总体的

一个样本，问下列样本函数中哪个是统计量？在统计量中，哪些是µ 的无偏估计？

哪个是最佳无偏估计？ 

（1） 1 1 2
1 2
3 3

x xµ = + ； （2） 2 1
1 ( )
3

xµ µ= + ； 
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（3） 3 1 2
1 1
2 2

x xµ = + ； （4）
2

4
1

i

i

x
µ

σ=

= ∑ . 

15．设 1 2 3, ,X X X 为总体 X 的样本，证明 

1 1` 2 3
1 1 1ˆ
6 3 2

X X Xµ = + + ， 

2 1` 2 3
2 1 2ˆ
5 5 5

X X Xµ = + + ， 

都是总体均值µ 的无偏估计，并进一步判断哪一个估计更有效. 
16．设总体 ~ ( ,0.09)X N µ ，测得一组样本的观测值为 12.6，13.4，12.8，13.2，

求 µ 的置信度为 0.95的置信区间. 

17．对某型号飞机的飞行速度进行了 15 次试验，测得最大飞行速度（米/
秒）为 

    422.2  417.2  425.6  420.3  425.8 
    423.1  418.7  428.2  438.3  434.0 
    412.3  431.5  413.5  441.3  423.0 

根据长期经验，最大飞行速度可以认为是服从正态分布的，试利用上述数据对最

大飞行速度的期望值进行区间估计（置信度 0.95）． 
18．对某种材料的强度只有下限的要求，已知该材料的强度 ~X 2( , )N µ σ ，

但 µ 、 2σ 均未知，今进行 5 次测试，得样本均值和样本均方差分别为 X ＝

1160kg/cm2， s＝99.75kg/cm2，现求µ 的 0.99单侧置信区间 ˆ( , )θ +∞ ． 

19．正态总体 ~X 2( , )N µ σ 中抽取一组样本容量为 25n = 的样本，计算得样

本均值 79x = ，样本方差为 2 112.36s = ，试求（1）已知 2σ = 210 ；（2）σ 未知两
种情况分别求总体均值µ 的置信度为 0.95的置信区间. 

20．为确定某种液体的浓度，取 4个独立的测定值，其平均值 8.38%x = ，样

本标准差 0.03%s = ，设被测总体近似地服从正态分布 2( , )N µ σ ，求总体均值 µ 的

置信度为 95%的置信区间. 
21．从一批钉子中随机地抽取 16枚，测得其长度（单位：cm）为 
    2.14  2.10  2.13  2.15  2.13  2.12  2.13  2.10 
    2.15  2.12  2.14  2.10  2.13  2.11  2.14  2.11 

设钉长服从正态分布 2( , )N µ σ ，试求（1）已知σ =0.1（cm）；（2）σ 未知，两种

情况分别求总体均值µ 的 90%的置信区间. 

22．某食品加工厂有甲乙两条加工猪肉罐头的生产线．设罐头质量服从正态
分布并假设甲生产线与乙生产线互不影响．从甲生产线抽取 10只罐头测得其平均
质量 501gx = ，已知其总体标准差 1 5gσ = ；从乙生产线抽取 20只罐头测得其平均
质量 498gy = ，已知其总体标准差 2 4gσ = ，求甲乙两条猪肉罐头生产线生产罐头
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质量的均值差的 1 2µ µ− 的双侧 0.99置信区间. 

23．为了比较甲乙两种显像管的使用寿命 X 和Y ，随机地抽取甲乙两种显像
管各 10只，测得数据 1 2 10, , ,x x xL 和 1 2 10, , ,y y yL （单位：104h）且由此算得 

10 10
2 2

1 1

2.33 0.75 ( ) 27.5 ( ) 19.2i i
i i

x y x x y y
= =

= = − = − =∑ ∑， ， ， . 

假定两种显像管的使用寿命均服从正态分布，且由生产过程知道它们的方差相等，

试求两个总体均值之差 1 2µ µ− 的双侧 0.95置信区间. 

24．从汽车轮胎厂生产的某种轮胎中抽取 10个样品进行磨损试验，直至轮胎
行驶到磨坏为止，测得它们的行驶路程（km）如下： 

41 250    41 010    42 650    38 970    40 200 
42 550    43 500    40 400    41 870    39 800 

设汽车轮胎行驶路程服从正态分布 2( , )N µ σ ，求： 
（1）µ 的置信水平为 0.95的单侧置信下限； 

（2）σ 的置信水平为 0.95的单侧置信上限. 
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